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ANNALEN DER PHYSIK. 


VIERTE FOLGE. BAND 53. 


1. @Größenbestimmung submikroskopischer Partikel 
aus optischen und mechanischen Effekten‘); 
von Gerda Laski. 


§ 1. Zweck der Untersuchung. 


Zur präzisen Prüfung physikalischer Theorien, welche 
molekulare Verhältnisse klarzulegen versuchen, ist es erforder- 
lich, Raumgrößen, Kräfte und Energien in solch kleinen, noch 
beobachtbaren Bereichen exakter Messung zu unterwerfen, die 
den molekularen Dimensionen möglichst naheliegen. 

Die Ehrenhaftsche Untersuchungsmethode eröffnete den 
Weg, an einzelnen submikroskopischen Partikeln (Radius unter 
10-5 cm) Vorgänge mechanischer, molekularkinetischer, elektro- 
statischer und optischer Natur messend zu verfolgen. Je 
tiefer wir dabei die Grenzen der Beobachtung und Messung 
zu verlegen vermögen, um so klarer wird unsere Erkenntnis 
im Grenzgebiete dessen, was man das Makroskopische und 
Mikroskopische nennen kann. 

Eine wesentliche Rolle spielt dabei die Herstellung stabiler 
Partikel, welche bei möglichster Kleinheit noch möglichst gut 
sichtbar sind. Als solche fand Ehrenhaft Partikel aus Edel- 
metallen, die durch Zerstäubung im elektrischen Lichtbogen 
in reinem, inertem Gase hergestellt werden. Für die quanti- 
tative Festlegung aller weiteren physikalischen Bestimmungen 
ist die möglichst exakte Messung der Größe der bei solchen 
Untersuchungen verwendeten Körper, welche auf direktem 
Wege mikroskopisch nicht mehr bestimmt werden kann, grund- 
legendes Erfordernis. 

Dazu wurden zwei Wege eingeschlager.. Der erste führte 
zur Ermittlung des Radius kleiner Kugeln aus ihrer mittleren 
Fallgeschwindigkeit durch das Stokes- Cunninghamschv 
Widerstandsgesetz; der zweite wies auf die Berechnung der 


1) Auszugsweise mitgeteilt aus den Sitzungsberichten der Wiener 
Akademie der Wissenschaften 126. (IIa). 1917. 
Annalen der Physik. IV. Folge. 58. 1 
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2 G. Laski. 


GréBe aus den Abweichungen der einzelnen Fallzeiten von 
ihrem Mittelwerte auf Grund der Einstein-Smoluchowski- 
schen Theorie der Brownschen Bewegung. 

Die Ergebnisse beider Berechnungsarten an ein und dem- 
selben Teilchen weichen bekanntlich voneinander um Beträge 
ab, welche die möglichen Fehlergrenzen weit überschreiten. 
Bei Metallen ergibt z. B. die Theorie der Brownschen Be- 
wegung durchwegs größere Radien als das Widerstandsgesetz. 

Ein dritter, von den beiden erwähnten Verfahren unab- 
hängiger Weg ist geeignet, Klärung zu bringen. Im Gase 
suspendierte Metallpartikel, deren Durchmesser Bruchteile der 


Wellenlänge des Lichtes betragen, zeigen in Dunkelfeldbeleuch- 


tung Farbenphänomene, die als „selektive Absorption‘ oder 
„optische Resonanz“ gedeutet wurden. Auf dieser Erscheinung 
fußend, läßt sich, wie im folgenden näher ausgeführt wird, 
auf Grund der elektromagnetischen Feldgleichungen unter 
Verwendung der optischen Konstanten des kompakten Mate- 
rials, aus dem die Partikel erzeugt werden, ein Zusammen- 
hang zwischen der Wellenlänge des seitlich abgebeugten, also 
im Dunkelfelde zur Beobachtung gelangenden Lichtes und 
dem Radius des beugenden Objektes entwickeln. So kann 
man aus der beobachteten Farbe eines einzelnen submikro- 
skopischen Metallpartikels seine Größe erschließen. 

Diesen optischen Weg betrat F. Ehrenhaft!) im Jahre 
1914 an Goldpartikeln. Er verglich den aus der Farbe er- 
schlossenen Radius einzelner Goldkugeln mit den nach den 
beiden Methoden berechneten. Der Radius aus der Farbe 
fällt in das durch die Grenzen der Widerstandsgesetze fest- 
gelegte Intervall, während die Theorie der Brownschen Be- 
wegung zu große Werte ergibt. Ebenso liegen die Verhältnisse 
bei Quecksilberpartikeln. 

Durch diese Übereinstimmung der Ergebnisse zweier von- 
einander unabhängiger Methoden (Widerstandsgesetz und Op- 
tischer Weg) ist nicht nur der Radius der betrachteten Teil- 
chen in engen Grenzen festgelegt, sondern es ist auch eine 
weitere Stütze für die Stichhaltigkeit der Voraussetzungen 
über Kugelgestalt und Dichte der Einzelpartikel, die den Berech- 
nungen zugrunde liegen, gegeben. 


1) F. Ehrenhaft, Physik. Zeitschr. 15. p. 592. 1914; 16. p. 227. 
1915. 
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Größenbestimmung submikroskopischer Partikel usw. 3 


Die vorliegende Arbeit hat es sich nun zur Aufgabe ge- 
macht, in dieser Hinsicht noch weiter zu gehen und die Fest- 
stellung von Größe und Gestalt kleinster Partikel bis an die 
Grenzen des derzeit Erreichbaren durchzuführen. Dazu wurde 
ein Material gewählt, welches sich vermöge seiner optischen 
Eigenschaften zu diesem Vorhaben besonders eignet: das 
Silber. 

Submikroskopische Silberpartikel mit ihrem starken Re- 
flexionsvermögen sind in Dunkelfeldbeleuchtung besser beob- 
achtbar als jedes andere in dieser Größe bisher untersuchte 
Material. Sie zeigen im abgebeugten Lichte besonders auffal- 
lende Farbenphänomene, die die Reihe der Spektralfarben durch- 
laufen. Die lebhaften Farbenunterschiede, welche Partikel sehr 
benachbarter Größenordnung scharf zu trennen gestatten, 
können überdies als Wegweiser für Auswahl und Messung so 
kleiner Teilchen dienen, an denen die Methode, eine Serie 
von Fallzeiten des Einzelpartikels zu messen, versagt. 


So ermöglicht also einerseits die Anwendung der optischen 
Theorie eine Entscheidung über die Zuverlässigkeit der bisher 
üblichen Methoden der Größenbestimmungen submikroskopischer 
Partikel, indem der Vergleich des auf drei voneinander unab- 
hängigen Wegen, dem optischen, mechanischen und molekular- 
kinetischen, berechneten Radius durchgeführt wird. Sie bildet 
ferner die Grundlage für Untersuchungsmethoden kleinster 
Partikel, die bisher der exakten Messung unzugänglich war. 
Auf die Ausarbeitung einer solehen Methode wird in dieser 
Studie hauptsächlich Gewicht gelegt. 


Andererseits ist durch den hier durchgeführten Vergleich 
der Methoden zur Berechnung des Radius eine Prüfung der 
optischen Theorie durch die Erfahrung auf einem Wege ge- 
geben, der von allen bisher zu diesem Zwecke angestellten 
Untersuchungen abweicht und allein den Voraussetzungen 
der Theorie gerecht wird. 

Denn die Theorie der Beugungserscheinungen an sub- 
mikroskopischen Objekten gilt exakt nur für optische Phä- 
nomene am Einzelteilchen und in verdünnten Lösungen mit 
genau gleich großen eingebetteten Teilchen. Diese letzte Be- 
dingung erfüllen die praktisch herstellbaren Suspensionen 
niemals. Wohl hat man sich auf verschiedene Weise dieser 
Bedingung der Theorie einigermaßen zu nähern gesucht, indem 
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4 G. Laski. 


man, um die Gleichheit der suspendierten Teilchen zu erreichen, 
fraktionierendes Zenirifugieren*) oder Ultrafiltration?) von 
Lösungen anwandte; doch können solche Verfahren niemals 
einwandfrei durchgeführt werden. Die vorhandenen Unter- 
suchungen beurteilen daher nur einen Gesamteffekt, der durch 
die Ausstrahlung sehr vieler, micht gleich großer Teilchen bewirkt 
wird, und vermochten daher alle nur mehr oder weniger quali- 
tative Aussagen über die Gültigkeit der optischen Theorien 
zu machen. Zudem beschränken sie sich durchwegs auf rein 
optische Beobachtungen und ziehen aus diesen allein ihre Schlüsse: 
Vergleiche mit Beziehungen, die anderen Bereichen der Physik 
entstammen, fehlten bisher. 

Eine Vermeidung dieser Unvollkommenheit brachte erst 
der Übergang zur Untersuchung des stabilen Einzelpartikels, 
das in inertem Gase suspendiert ist. 


§ 2. Über die Beugung des Lichtes an kleinen Kugeln. 


Im Hinblick auf die folgenden optischen Berechnungen 
und Beobachtungen sei in kurzer Übersicht die Theorie der 
Beugung (Zerstreuung) des Lichtes an mikroskopischen und 
submikroskopischen Partikeln in ihrer historischen Entwicklung 
betrachtet. 

Bekanntlich treten beim Durchgang eines Lichtstrahles 
dureh ein durchsiehtiges Medium, in dem Teilchen von mit 
der Wellenlänge des Lichtes vergleichbaren Dimensionen ein- 
gebettet sind (trübes Medium), Farbenphänomene und Polari- 
sationserscheinungen des zerstreuten Lichtes auf (Himmels- 
licht, Regenbogen, Suspensionen, kolloidale Metallösungen). 
In allen Fällen handelt es sich um Beugungsphänomene, bei 
denen die individuelle Größe der eingelagerten Partikel als 
beugende Objekte eine maßgebende Rolle spielt. 

Schon Faraday*) vert:at die Ansicht, daß die Färbung 
des von kolloidalen Goldlösungen reflektierten Lichtes in 
gesetzmäßiger Beziehung zur Größe der in der Lösung be- 
findlichen Teilchen stehen müsse. 


1) A. Lampa, Ber. d. Wiener Akad. d. Wiss. 119. (Ila). p. 1565. 
1910. — H. Robitschek, Ber. d. Wiener Akad. d. Wiss. 120. (IIa). 
p- 1197. 1912. 

2) R. Gans, Ann. d. Phys. 47. p. 270. 1915. 

3) M. Faraday, Phil. Mag. (4) 14. p. 401 u. 512. 1857. 
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Den Weg zur exakten Behandlung der Frage wies Lord 
Rayleigh*), der, den klassischen Boden der Kirchhoffschen 
Beugungstheorie verlassend, in angenäherter Betrachtungs- 
weise, gestützt auf die elastische Lichttheorie von Stokes, 
später auf Grund der Maxwellschen Gleichungen zunächst 
die Beugung des Lichtes an kleinen dielektrischen Kugeln 
behandelte (Erklärung des Himmelslichtes). 

Den nächsten Schritt zur Verallgemeinerung dieses Beu- 
gungsproblems tat J. J. Thomson), der den Grenzfall einer 
kleinen Kugel von vollkommener Leitfähigkeit im Sinne der 
Maxwellschen Theorie erörtert. Durch Einführung der strengen 
Randbedingungen in die elektromagnetischen Feldgleichungen 
berechnete er die Eigenschwingungen einer solchen Kugel 
und die Polarisation des an ihr abgebeugten Lichtes. 

F. Ehrenhaft?) betrachtete als angenäherte Realisierung 
des Thomsonschen Grenzfalles vollkommener Leitfähigkeit 
die Metalle in kolloidaler Lösung. Er erkannte einen Zu- 
sammenhang zwischen Farbe und Radius der Teilchen und 
faßte das Farbenphänomen®) als eine Folge „optischer Re- 
sonanz auf. Wenn die Oszillationsperiode der einfallenden 
Strahlung mit der Eigenschwingung des eingebetteten Kügel- 
chens übereinstimmt, wird nach Ehrenhaft das Maximum 
der Absorption des Lichtes in der Kugel in erster Näherung 
durch Resonanz bedingt. Aus den experimentell gemessenen 
breiten Absorptionsmaximis kolloidaler Metallösungen schloß 
er auf die mittleren Radien der suspendierten Teilchen. 
 F. Pockels®) rollte die weitere Frage auf, ob Berechti- 
gung vorhanden ist, die Metalle im Sinne der Thomsonschen 
Theorie als vollkommene Leiter zu behandeln. 

1) Lord Rayleigh, Phil. Mag. (4) 41. p. 107 u. 447. 1871; (5) 12. 
p. 81. 1881. 

2) J. J. Thomson, Recent Researches in Electricity and Magnetism. 
p- 363 u. 437. 1893. 

3) F. Ehrenhaft, Ber. d. Wiener Akad. d. Wiss. 112.(ITa). p. 181. 
1908; Ann. d. Phys. 11. p. 489. 1903. 

4) Maxwell Garnett jedoch schloß (Phil. Trans. [A] 208. p. 385 
1904; 205. p. 237. 1906) auf die Konzentration als Ursache der Färbung 
kolloidaler Metallösungen, während F. Kirchner u. R. Szigmondy 
(Ann. d. Phys. 15. p. 573. 1904) die von ihnen an eintrocknender Gela- 
tine beobachteten Farbenumschläge auf Änderung des gegenseitigen Ab- 
standes der Teilchen zurückzuführen versuchten. 

5) F. Pockels, Physik. Zeitschr. 5. p. 152. 1904. 
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In der Diskussion!) klärte sich die Sachlage dahin, daß 
auch Ehrenhaft?) zur eingehenden Klärung des Problems 
die Einführung der optischen Konstanten des massiven Me- 
talles verlangte. 

Die allgemeine Theorie, die schließlich auch diesem Um- 
stande gerecht wurde, entwickelte G. Mie?) in seinen „Bei- 
trägen zur Optik trüber Medien‘. Er löste das Problem der 
Beugung elektromagnetischer Wellen an kleinen, mit der 
Wellenlänge vergleichbaren Kugeln beliebigen Materiales, das 
durch seine optischen Konstanten, welche durch rein optische 
Messungen am kompakten Material gewonnen werden, de- 
finiert ist. 

Diese Lösung umfaßt als Grenzfälle sowohl einerseits 
das Dielektrikum (Rayleigh) als auch andererseits die voll- 
kommen leitende Kugel (J. J. Thomson). 

Das allgemeine Integral der für das Potential kleiner freier 
Schwingungen charakteristischen Differentialgleichung®) er- 
scheint für den Fall der Kugel, die von einer Planwelle ge- 
troffen wird, als Summe von Gliedern, deren jedes das Pro- 
dukt einer Zylinderfunktion der Variablen 

2Qar 


(r= radiale Koordinate, 4 = Wellenlänge) in eine Kugel- 
funktion der beiden anderen Polarkoordinaten # und 9 ist. 
Alle diese Partikularintegrale werden nun in zwei Gruppen 
gesondert, deren eine die möglichen elektrischen Schwingungen, 
deren andere die magnetischen Schwingungen der Kugel dar- 
stellt. Dabei bezeichnet das vte Glied des allgemeinen Inte- 
grals die vte Partialschwingung. Durch Einführung der Grenz- 
bedingungen ergibt sich dann die Berechnung der Koeffizienten. 


z= 


1) F. Ehrenhaft, Physik. Zeitschr. 5. p. 387. 1904. — F. Pockels, 
Physik. Zeitschr. 5. p. 460. 1904. 

2) F. Ehrenhaft, Ber. d. Wiener Akad. d. Wiss. 114. (IIa). p. 1140. 
1905. 

3) G. Mie, Ann. d. Phys. 25. p. 377. 1908. 

4) G. Mie stellt nur die Gleichung der radialen Komponenten des 
Feldes auf. P. Debye stellt in einer Arbeit über den Strahlungsdruck an 
kleinen Kugeln beliebigen Materiales (Ann. d. Phys. 80. p. 57. 1909), 
indem er die Potentialgleichung zum Ausgangspunkt seiner Entwicklungen 
nimmt, die Lösung als Produkt dreier Funktionen je einer Koordinate 
etwas übersichtlicher dar. 
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sowie ihre numerische Abschätzung und physikalische Deutung. 
Die Folge dieser Koeffizienten ist konvergent, so daß also 
immer nur eine endliche Anzahl von Partialwellen berechnet 
werden muß. Dabei geht die (y+ 1)te elektrische Partial- 
schwingung der Größenordnung ihrer Intensität nach stets 
ungefähr parallel der vten magnetischen Schwingung. !) 


Solche Entwicklungen gestatten demgemäß die Berech- 
nung des elektromagnetischen Feldes im Innen- und Außen- 
raum der Kugel; sie werden also den Absorptionserscheinungen, 
der Berechnung der diffusen seitlichen Ausstrahlung, der Polari- 
sation dieser Strahlung gerecht. 

Dabei ergibt sich für das seitlich abgebeugte Licht jeder 
Farbe ein Maximum der Ausstrahlung bei bestimmtem Teilchen- 
radius. Diese „optische Resonanz‘ ist selbstverständlich nicht 
allein durch näherungsweises Zusammenfallen der‘ Eigen- 
schwingung des Teilchens mit der Periode der einfallenden 
Strahlung verursacht, sondern durch die Absorption und 
Reflexion, die von der materiellen Beschaffenheit des Teil- 
chens abhängen, mitbedingt. 

R. Gans?) erweitert die Berechnungen in näherungs- 
weiser Entwicklung für jenen Fall, der außer der Kugel prak- 
tisch noch in Betracht kommt, das Ellipsoid (stäbchen- und 
scheibehenförmige Teilchen). Gans und Happel?) berechnen 
Absorption und Dispersion des Lichtes in kolloidalen Metall- 
lösungen mit kugelförmigen Teilchen auch unter Berücksichti- 
gung stärker konzentrierter Kolloide. A. Lampa®) untersucht 
schließlich die Veränderung, die eine durchziehende elektro- 
magnetische Welle im Kolloid erfährt, und gelangt so von 
anderem Ausgangspunkte zu dem gleichen Ausdruck für den 
Absorptionskoeffizienten einer Lösung, in der Kugeln ein- 
gebettet sind, wie Mie und Gans u. Happel ihn angaben. 

Aus diesen Theorien ergeben sich die leitenden Gesichts- 
punkte für die Untersuchung der optischen Phänomene an 


1) Der Grenzfall vollkommener Leiter bildet hier eine Ausnahme, 
vgl. G. Mie, l. co. 

2) R. Gans, Ann. d. Phys. 87. p. 881. 1912; Physik. Zeitschr. 18. 
p- 1185. 1912. 

3) R. Gans u. H. Happel, Ann. d. Phys. 20 p. 277. 1909. 


4) A. Lampa, Ber. d. Wiener Akad. d. Wiss. 118. (Ila). p. 867. 
1909. 
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Materie jeglicher Art in feinverteiltem Zustande. So gilt sie 
für dielektrische Teilchen; z. B. suspendierte Wassertröpfchen 
(Himmelsblau, Regenbogen, Morgen- und Abendröte und ver- 
wandte Erscheinungen, Färbung der Gewässer, farbiger Dampf- 
strahl) oder Emulsionen in Alkohol usw. (Färbung der Mastix- 
lösungen), ferner für metallische Teilchen, also Kolloidsuspen- 
sionen in Gasen, flüssige kolloidale Metallösungen, feste kol- 
loidale Metallösungen (z. B. mit Metall gefärbte Gläser) und 
vermutlich wird sie auch für die Verfärbung von Gläsern und 
Gesteinen?) unter Einfluß radioaktiver Bestrahlung usw. den 
Ausgangspunkt einer theoretischen Erörterung ergeben. 


§ 8. Berechnung der seitlichen Ausstrahlung 
von Silberkiigelchen. 

Wir gehen nun zur Berechnung der Intensität und Farbe 
des Lichtes über, das an kleinen Silberkügelchen, die im Gase 
suspendiert sind, in Dunkelfeldbeleuchtung in senkrechter Rich- 
tung zum einfallenden Strahle ausgestrahlt wird. 

Fällt ein unpolarisierter Lichtstrahl auf ein Kügelchen, 
das in praktisch unendlicher Entfernung in senkrechter Rich- 
tung zum einfallenden Strahle beobachtet wird (Dunkelfeld- 
beleuchtung), so ist die Intensität des seitlich abgebeugten 
Lichtes bezogen auf die Intensität des durchgehenden Strahles 
als Einheit: 


2 o |? 


(vgl. Formel [81] bei Mic). 

Dabei bedeuten r die radiale Koordinate, a, die Koeffi- 
zienten der elektrischen, p, die der magnetischen Partialwelle. 

Für die Intensität des diffus zerstreuten Lichtes kommen, 
wie aus Formel (1) hervorgeht, nur die ungeraden Koeffizienten 
der elektrischen, die geraden Koeffizienten der magnetischen 
Wellen in Betracht; praktisch kann man sich bei Berechnung 
von Metallkügelehen auf die erste elektrische Partialwelle 
(Rayleighsche Strahlung) beschränken. Denn für Silber- 
kügelehen z. B. ist selbst im Falle großer Radien und großer 
Wellenlänge a, und p, zu vernachlässigen; z. B. beträgt für 


1) Vgl. C. Doelter, Die Farben der Mineralien. Sammlung Vie- 
weg. Heft 27. p. 93. Braunschweig 1915. 
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den Radius o = 9,82.10-*cm, die Wellenlänge A = 650 up, 
a, = — 1,419—1,429 4, p, = 0,0105—0,0046 i, a, wird prak- 
tisch verschwindend. 

Dann gilt für die Intensität der Ausstrahlung in einer 
Richtung: 
(1a) 


2 


Dabei ist: 

J,’ J, B- a 1) 
(- a) J; (8) B- Jy’ (8) Ky (- a)-a 
mit den Variabeln: 


a, = 37 


= —— 


) 


wenn a der Radius der Kugel, A die Wellenlänge des ein- 
fallenden Lichtes im Gase, m der komplexe Brechungsexponent 
des Metalles ist. 


Durch Integration über die Oberfläche eines Teilchens 
erhält man die Gesamtstrahlung: 
(2) 


Die Gesamtstrahlung einer verdünnten Lösung der Kon- 
zentration C ist): 


(2a) R= + 


1) Es ist: 
= ()" 2,0, (7) 


Die Besselsche Zylinderfunktion J beschreibt bekanntlich das Verhalten 
der Welle im Innenraum der Kugel und verschwindet im Nullpunkt; die 
zweite Hankelsche Funktion H? bezeichnet die divergierende Welle 
im Außenraum, die im Unendlichen verschwindet. 

2) Die Farbe der Ausstrahlung ist bei großer Verdünnung, wenn die 
Teilchen sich gegenseitig nicht beeinflussen, unabhängig von der Kon- 
zentration. 

Alle näheren Details über die numerische Berechnung vgl. in der 
gleichlautenden Abhandlung, die demnächst in den Sitzungsberichten 
der kaiserlichen Akademie der Wissenschaften in Wien erscheint. (Vgl. 
Akad. Anzeiger vom 8. März 1917.) 
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gesetzt wird, V das Teilchenvolumen bedeutet (vgl. Formel [87] 


bei Mie). 


Es wurde nun die Intensität des seitlich ausgestrahlten 
Lichtes für Silberkügelehen vom Radius 1.105 bis 1. 10-8 cm, 
die im Gase suspendiert sind, berechnet. Diese Berechnung 


R10? 


80+ 


Fig. 1. Optische Resonanz von Silber- 


kügelchen im Gase. 


violetten über das ganze 
sichtbare Spektruy bis an 
das Ultrarote.!) 

Wenn es sich nur um 
die Bestimmung der Lage 
des Strahlungsmazimums 
im Spektrum handelt (und 
nicht um die absolute 
Intensität der Ausstrah- 
lung), kann dieses auch für 
das Einzelteilchen aus den 
Strahlungskurven einer 
Lösung konstanter Kon- 
zentration abgelesen wer- 
den. 

Demgemäß zeigt Fig.1 
die Kurven „optischer Re- 
sonanz“. Den Radien als 
Abszissen ist die Gesamt- 
strahlung R als Ordinate 
zugeordnet, die von 1mm? 
einer Lésung der Konzen- 
tration C= 10-* (1 mm Ag 
in 1 Liter Gas) ausgeht. 


erstreckt sich Ultra- 


Fig. 2 stellt die Intensität der Ausstrahlung der Teilchen 
in Abhängigkeit von der Wellenlänge dar. 

Aus der Berechnung des seitlich zerstreuten Lichtes er- 
gibt sich für jede Farbe ein Maximum der Ausstrahlung bei 


1) Den Rechnungen wurden folgende Wellenlängen zugrundegelegt : 
4 = 350 up, 400 uy, 450 wu, 500 up, 550 py, 600 wp, 650 wu, 750 
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bestimmtem Teilchenradius; die Lage des Strahlungsmaximums 
in senkrechter Richtung zum einfallenden Lichte für bestimmte 
Teilchengrößen erhellt aus den optischen Kurven der Fig. 1 
(Tab.4). 

wr 


sr 


30 400 450 500. 550 600 «50 700 


Ain un 2 
Fig. 2. Seitliche Ausstrahlung von Silberkiigelchen im Gase. 
Tabelle 1. 
ire Radius Wellenlänge des Maximums 

a + 10° cm AMax. 

10 650 

9 600 

8 550 

7 500 

6 450 

5 420 

4 400 


Aus Fig. 2), in der bei konstanter Teilchengröße die 
Intensität der Gesamtstrahlung als Ordinate den Wellen- 


1) Der Vergleich mit den Kurven von E. Müller (Ann. d. Phys. 
35. p. 500. 1911), der die Ausstrahlung einer wässerigen kolloidalen Silber- 
lösung berechnete, zeigt, daß sich das Maximum der Ausstrahlung von 
Silberkügelchen im Gase gegenüber der flüssigen Lösung nach kürzeren 
Wellenlängen verschiebt. 
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längen als Abszissen zugeordnet ist, ergibt sich, daß Teilchen 
unterhalb des Radius ca. 8.10-% em in Dunkelfeldbeleuch- 
tung nicht mehr sichtbar sind, weil sie hauptsächlich ultra- 
violettes Licht ausstrahlen. Mit zunehmender Größe ver- 
schiebt sich das Strahlungsmaximum nach längeren Wellen. 
Etwas größere Teilchen erscheinen im gesättigten Violett, 
noch größere blau, und mit wachsender Teilchen, .öße wird 
die Farbe grün, dann gelb und schließlich orange. Dabei 
werden die Maxima der Ausstrahlung immer flacher, so daß 
auch Komplementärfarben mitstrahlen. So müssen bei den 
größeren Kügelchen die Farben ungesättigter erscheinen. 

Der Radius der Silberkügelchen kann aus der Farbe nach 
Fig. 2 mit Benutzung der von Helmholtz!) gebrauchten 
Farbenbezeichnungen erschlossen werden, wie folgt: 


Tabelle 2. 
Radius 
y a.10%cm 
orangegelb 9-10 
geb . . 7,5—9 
gelbgrün 7—-7,5 
6—7 
lau . 5—6 
violett 4—5 


Die Kurven der Figg. 1 und 2, die uns über die Lage 
des Strahlungsmaximums von Silberkugeln Aufschluß gegeben 
haben, wurden unter Annahme konstanter Konzentration, d.h. 


C = NV = const. 


berechnet. Unter dieser Annahme wichst mit abnehmendem 
Teilehenvolumen V die Zahl N der Teilchen in der Volum- 
einheit des Mediums sehr rasch und mit wachsender strah- 
lender Oberfläche nimmt auch die Intensität der Gesamt- 
strahlung feiner Suspensionen zu. Nach den Kurven I und II 
nimmt demnach scheinbar mit abnehmendem Radius und 
zunehmender Sättigung der Farbe auch die absolute Intensität 
der Ausstrahlung zu. 


1) H. von Helmholtz, Physiologische Optik. III. Auflage 1911. 
Bd. 2. p. 54 u. 63. 
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Tatsächlich gilt dies jedoch beim Einzelteilchen nicht; denn 
die Gesamtstrahlung eines einzelnen Kügelchens beträgt (vgl. 
Formel [2)): 

2 2 
(2b) lal. 
Die Intensität des vom Einzelteilchen zerstreuten Lichtes 
wächst also proportional dem Quadrate des Volumens und 
invers proportional der 4. Potenz der Wellenlänge. Demnach 
muß, wie ja ohne weiteres klar ist, ein Teilchen Licht von 
um so schwächerer Intensität ausstrahlen, je kleiner es ist. 

Hingegen wird auch hier die Farbe kleiner Teilchen, weil 
ihre Strahlungsmaxima scharf ausgeprägt sind, einen weitaus 
gesättigteren Ton haben, als die der größeren Partikel. Da es 
sich jedoch darum handelt, die Lage des Maximums der Aus- 
strahlung festzulegen, und nicht ihre absolute Intensität, 
wurden dem Vergleich mit den Beobachtungsresultaten die bei 
weitem übersichtlicheren Kurven für die Gesamtausstrahlung 
einer Lösung zugrunde gelegt. 


§ 4. Der Vergleich mit der Erfahrung. 


Die optische Theorie hat es also ermöglicht, den Zu- 
sammenhang zwischen der Größe einzelner Silberkugeln und 
der Farbe des an ihnen abgebeugten Lichtes festzulegen. Nun- 
mehr bietet die Beobachtung der Ortsänderung farbiger Silber- 
partikel in Dunkelfeldbeleuchtung jene schon einleitend er- 
wähnten Möglichkeiten, um wiederum die Größe dieser Kügel- 
chen zu bestimmen. 

Diese Untersuchung soll im folgenden durchgeführt werden. 

Kolloidale Silberpartikeln wurden hierzu durch Zerstäu- 
bung im elektrischen Liehtbogen in reinstem, auf das sorg- 
fältigste getrockneten Stickstoff hergestellt.!) Durch den Gas- 
strom wurden die Partikel in einen kleinen, dicht abschließ- 
baren Plattenkondensator getragen, wo sie durch die kon- 
zentrierten Strahlen von Bogenlampen von rechts und links 


2 


1) Der Stickstoff wurde in zwei Vorlegeflaschen mit H,SO, vor- 
getrocknet, ging durch P,O,-Vorlagen, wurde in einem elektrischen Ofen 
über blankes Cu geführt, um die letzten O,-Reste zu entfernen, ging 
sodann nochmals durch P,O,-Trocknungen und gelangte in das Zer- 
stäubungsgefäß (vgl. Ehrenhaft, Ber. d. Wiener Akad. d. Wiss. 119, 
(IIa). p. 830. 1910), in dem wieder Schalen mit P,O, standen. Dieses 
P,O, bleibt vollkommen trocken. 
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beleuchtet (Beleuchtungsobjektive Appertur 0,3 Aquivalent- 
brennweite 17 mm), von vorne (senkrecht zu der Beleuch- 
tungsrichtung) durch ein Mikroskop (Objektiv AA von Zeiss, 
mit Okular 12 mit Rastrum) beobachtet werden konnten. 
Hierzu stand die von F. Ehrenhaft!) angegebene Anord- 
nung zur Verfügung. 

Im Mikroskop zeigten sich auf dunklem Hintergrunde 
leuchtende Pünktchen mit den für Silberpartikel charak- 
teristischen Farbenphänomene. Es waren orange Teilchen, 
ausgesprochen gelbe Partikel, ferner gelbgrüne, grüne, blaue 
und purpurfarbene Partikel (diese drei letzteren in sehr ge- 
sättigtem Farbenton) zu erblicken, wie dieselben aus den 
verschiedenen kolloidalen Lösungen des Silbers im Wasser 
bekannt sind. 

In diesem optischen Bilde läßt sich bereits in rein quali- 
tativer Hinsicht ein Zusammenhang zwischen Farbe und Be- 
weglichkeit der Kügelchen erkennen. Denn die orange Silber- 
teilchen sind in deutlich verfolgbarer Fallbewegung begriffen; 
Partikel von gelblicher Färbung lassen trotz ihrer Brownschen 
Bewegung eine sichtliche Falltendenz erkennen, während die 
blauen und grünen Partikel in so starker Brownscher Be- 
wegung sind, daß die Fallbewegung im Gase beinahe über- 
deckt wird. Auffallend sind die purpurnen Partikel, deren 
ausgesprochen heftige Brownsche Bewegung, die sie oft nur 
für Bruchteile von Sekunden im Gesichtsfelde aufblitzen läßt, 
schon darauf hindeutet, daß wir es hier mit äußerst kleinen 
Teilchen zu tun haben. 

Auch das Verhältnis der absoluten Intensitäten des von 
den Kigelchen abgebeugten Lichtes kann man abschätzen. 
Die blauen, grünen und purpurnen Partikeln sind sichtlich 
viel lichtschwächer als die gelben, während orangefarbige 

1) Wurden die Silberteilchen mit nur einer Bogenlampe im Dunkel- 
felde beleuchtet, so machte sich bei Partikeln bestimmter Größe im 
intensivsten Teile des beleuchtenden Kegels der Strahlungsdruck be- 
sonders bemerkbar, der die Silberpartikel im konzentrierten Strahlen- 
kegel von der Beleuchtungsquelle weg aus dem Gesichtsfelde trug. Durch 
Beleuchtung mit zwei konzentrischen Strahlen von rechts und links wurde 
der Strahlungsdruck praktisch kompensiert. Nach Kompensation des 
Strahlungsdruckes standen die Silberpartikel sichtbar nur mehr unter 
Einfluß der Schwerkraft und der Brownschen Bewegung. (Anz. der 
Wiener Akademie d. Wissensch. Nr. 4, Sitzung vom 3. Februar 1916.) 
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Silberteilchen sehr lichtstark erscheinen, so wie es die Er- 
örterungen in $ 3 erwarten lassen. 

Um eine Verständigung über die im folgenden verwendeten 
Farbenbenennungen zu erzielen, wurden die Farben der Silber- 
partikeln, wie sie sich im optischen Bilde subjektiv darboten, 
nach Raddes Internationaler Farbenskala (Société steno- 
chromique, Paris; Verlag Otto Radde, Hamburg) bezeichnet: 


Tabelle 3. 

Bezeichnung der Festlegung in Raddes 

beobachteten Farbe Internat. Farbenskala 
orangegelb ...... » 5-6 0—q 
q—8 
„  18—19 i—o 
hellblau (zyanblau) »  20—21 k—o 


$ 5. Bestimmung des Radius der größeren Silberkugeln. 

Wir gehen nun zur Bestimmung der Größe der Silber- 
kügelchen über. 

Bei den größeren Partikeln a = 12 — 7.10-° cm lassen 
sich nach dem schon oft beschriebenen Verfahren ohne Schwierig- 
keit längere Serien von Fall- und Steigzeiten an ein und dem- 
selben Teilchen messen, indem seine Passage an den Marken 
des Okularmaßstabes beim Fall im Schwerefeld registriert, 
das Partikel hierauf durch Einschaltung eines elektrischen 
Feldes gehoben und seine Steigzeit in gleicher Weise ver- 
zeichnet wird. 

Die Beweglichkeit B des Teilchens und der Radius a 
können nach den beiden bekannten voneinander unabhängigen 
Rechenverfahren nach der Beziehung: 


(8) mg= 


worin v, die Fallgeschwindigkeit, mg das Gewicht des Kügel- 
chens bedeutet, berechnet werden. Nach dem Stokes-Cun- 
ninghamschen Widerstandsgesetze wird aus der gemessenen 
mittleren Fallgeschwindigkeit des Kügelchens v, seine Beweg- 
lichkeit Bg.c durch: 
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6a ua 
ausgedrückt, worin | die mittlere freie Weglänge der Gas- 
moleküle, u der Reibungskoeffizient des Mediums, 
1,68 
ist. Dabei bezeichnet f eine Konstante, das Verhältnis der Zahl 
der unelastischen Stöße der Gasmolekel zu den elastischen, 
deren Wert zwischen 0 und 1 liegt. 
Der Radius a des Partikels wird fiir die beiden Grenz- 
fälle f = 0 und f = 1 berechnet. 
Die Einstein-Smoluchowskischen Theorie der Brown- 
schen Bewegung gibt den Zusammenhang der beobachteten 
Größe 42, des mittleren sekundlichen Quadrates der Ver- 


(4) Bsc = [1 + 


schiebung, die das Teilchen infolge der Molekularstöße des ° 


Mediums erleidet, aus den Abweichungen der einzelnen Fall- 
zeiten von ihrem Mittelwerte, mit der Beweglichkeit des Teil- 
chens zu: 

(5) Bu = 


Aus dem Gewichte mg des Kiigelchens (Formel [3]) errechnet 
sich dann der Radius. 

E. Weiss!) hat bereits die Messung von Fallserien an 
größeren Silberpartikeln durchgeführt und nach den beiden 
erwähnten Methoden das Gewicht der Kügelehen bestimmt. 
Dabei hatte er, um die chemische Reinheit und Stabilität 
der Silberteilehen zu erweisen, diese in einem elektrischen 
Ofen umgeschmolzen. Er fand an ein und demselben Teil- 
chen auch nach dem Umschmelzen 

d. h. das Gewicht mg g,, das aus der Brownschen Bewegung 
erschlossen wurde, größer als das aus dem Widerstandsgesetze 
errechnete. Eine unabhängige Bestimmung des Radius aus 
der Farbe, die zwischen diesen beiden abweichenden Größen- 
bestimmungen entscheiden kann, wie sie von Ehrenhaft 
an Goldkiigelchen durchgeführt wurde, fehlte bisher bei Silber- 
partikeln. 

Ein solcher Vergleich scheint aber geboten, um nachzu- 
weisen, daß auch Silber im reinen Gase keinerlei Änderung 


1) E. Weiss, Ber. d. Wiener Akad. d. Wiss. 120. (IIa). p. 1021. 1911. 
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erleidet und man daher aus der gemessenen Fallgeschwindig- 
keit von Silberkugeln deren Masse einwandfrei erschließen 
kann.?) 

In vorliegender Arbeit wurden an orange, orangegelben, 
gelben und gelbgrünen Silberkügelchen so lange Fallserien 
gemessen, bis der Mittelwert der Fallzeiten, die wahre Fall- 
zeit, praktisch konstant war. Wo eine genügende Statistik 
vorhanden ist, konnte somit nach den beiden üblichen Ver- 
fahren gerechnet werden. Im folgenden seien die diesbezüg- 
lichen Resultate angeführt. 

Werden die gemessenen Partikel wie in Tab. 4 nach ab- 
nehmender Fallgeschwindigkeit, also nach abnehmendem Ra- 
dius, geordnet, so ordnen sich ihre Farben nach der Reihen- 
folge orange, orangegelb, gelb, gelbgrün, grün, blau, hellblau, 
violett, wie sie im Spektrum aufeinander folgen. 

Bei allen Partikeln fällt der Wert des Radius, der aus 
den Kurven der Fig. 2 aus der beobachteten Farbe erschlossen 
wurde, zwischen die Grenzen der aus den Widerstandsgesetzen 
berechneten Radien, und zwar an die obere Grenze. So 
ergibt sich z. B. für Partikel Nr. 3 (orange) aus der Farbe 
ein Radius von über 10.10-* cm, aus dem Fallgesetz (f = 0) 
a = 11,3.10- em, für Partikel Nr. 7 (orangegelb) aus der 
Farbe der Radius 9—10.10-* cm, aus dem Fallgesetz f = 0 
9,7. 10-® em, für ein gelbes Teilchen (Nr. 11) für den Radius 
aus der Farbe 7,5—9.10-% em, aus dem Fallgesetz f= 0 
7,7. cm. 

In Tab. 4 bestätigt sich wieder in allen Fällen, daß auch 
bei Sülberpartikeln die Theorie der Brownschen Bewegung 
größere Radien ergibt als das Widerstandsgesetz. So ist, um 
nur ein Beispiel anzuführen, bei dem erwähnten Partikel Nr. 3 
der Radius aus der Brownschen Bewegung 

Gp, = 15,7. 10-8 cm. 


Aus Tab. 4 ergibt sich also durch die exakte Uberein- 
stimmung von Widerstandsgesetz f = 0 und ,,optischem Weg", 
daß orange Silberkugeln einen Radius von 10—18,5 . 10-* em, 
orangegelbe einen Radius 9—10 . 10-® em, gelbe 7,5—9 . 10-em, 
gelbgrüne 7—7,5 . 10- cm haben. 


1) Vgl. P. Langevin et M. de Broglie, La Théorie du Rayonne- 
ment et les Quanta. Gauthier-Villars, Paris 1912. p. 251. 
Annalen der Physik. IV. Folge. 58, 2 
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Tabelle 4. 


Radius = 10° cm 
a. d. Stokes- | aus der Zahl | Zahl 
Beobachtete |v, . 10°) Cunningham.-/Tbeorle) aus der | 4 d 
Nr. schen der er er 
Farbe em | Widerstands- | | Fall- | Steig- 
gesetzen | Bewe- | Techneter | Liten | zeiten 
Radius 
| %=1| 
1 orange 3,35 | 12,4 9,8 orange 7 4 
2| orange 2,9 | 11.5 | 8,9 | 14,6 | über 10 | 48 | 34 
3| orange 2,89 | 11,3 | 8,8 | 15,7 39 | 30 
4 | orangegelb | 2,86 | 11,3 8,7 orangegelb | 15 
5 | orangegelb | 2,46 | 10,2 | 7,8 9-10 17 | 12 
6 | orangegelb | 2,39 | 10,1 | 7,6 | 12 
7 | orangegelb | 2,26 9,7 | 7,3 15,5 49 34 
8| gelb 212| 93 | 70 | 129| gelb | 49 | 51 
9 gelb 1,86 | 8,5 | 63 | 7,5—9 6 3 
10 gelb 1,71 | 81 | 5,9 | ll | 10 
11 gelb 1,60 | 7,7 | 5,6 | 10,8 49 | 49 
12 | blaBgelb | 1,53 | 7,5 | 5,4 | 10,7 | gelbgrün | 30 | 30 
13 | gelbgrün | 1,53 | 7,5 | 54 | 7-7,5 6 5 
14 | gelbgrün | 1,47 | 7,3 | 5,3 | 9 5 
15 grün 1,8 | 8,5 | 62 | griin 3 
16 griin 1,78 | 8,3 | 61 | 6—7 3 
17 | tiefgrün 1,39 | 7,0 | 5,0 | 3 
18 blau 1,29! 65 | 4,7 blau 5 
19 | hellblau | 1,02! 6,0 | 4,2 5—6 6 6 
0,574 3,7 | 24 violett | 5 | 3 


Für die grünen und blauen Partikeln können jedoch aus 
Tab. 4 allein, obzwar auch hier bereits die Übereinstimmung 
zutage tritt, keine bindenden Schlüsse gezogen werden. Denn 
bei diesen kleinen, in heftiger Brownscher Bewegung be- 
findlichen Teilchen, deren einzelne Fallzeiten stark voneinander 
abweichen, ist bei so wenigen Messungen das Mittel der Fall- 
geschwindigkeit noch nicht genau festgelegt. Aber auch hier 
deckt sich bereits das Intervall, in dem der Radius aus der Farbe 
sich bewegen kann, mit dem Intervall der Widerstandsgesetze; 
so folgt für tiefgrüne Partikel aus der Farbe ca. 6—7 . 10-* cm, 
aus den Fallgesetzen 6,1—8,8 bzw. 5,0—7,0 cm. Für tief- 
blaue Teilchen resultiert aus der Farbe 5—6, aus den Fall- 
gesetzen 4,7—6,5 bzw. 4,2—6,0.10-® em; für ein violettes 
Partikel, welches nach seiner Farbe kleiner sein soll als das 
tiefblaue, ist der Radius aus dem Widerstandsgesetz ca. 
4.10-* cm. 
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Für die größeren Silberkugeln vom Radius 7—18 . 10-* cm 
ist also die Entscheidung in der Größenbestimmung bereits 
durch die Ubereinstimmung der optischen Methode mit dem 
Fallgesetz f=0 gefällt. Der eindeutige Zusammenhang 
zwischen der Farbe des von diesen Kugeln abgebeugten 
Liehtes (orange bis gelbgrün) mit der Größe wurde festgelegt. 


§ 6. Größenbestimmung der kleinsten Partikel. 


Nunmehr erübrigt noch die genaue Größenbestimmung 
der kleinsten Partikel, die wegen ihrer Lichtschwäche im 
diffusen Lichte nicht mehr verfolgbar sind und wegen ihrer 
heftigen Brownschen Bewegung rasch die Einstellebene des 
Mikroskops verlassen. 


Die charakteristischen Eigenschaften der kleinsten (grünen, 
blauen und purpurnen) Partikel — ihre heftige Brownsche 
Bewegung, welche die Falltendenz scheinbar überdeckt, und 
die trotz ihrer Lichtschwäche äußerst gesättigte Farbe — 
bilden zusammen mit den Erfahrungen, die bereits an den 
größeren Partikeln gemacht wurden, den Ausgangspunkt zu 
einer Methode, auch die Größen dieser kleinsten Partikel 
festzulegen. 

Der eindeutige Zusammenhang zwischen Radius und 
Farbe, der für Silberkugeln der Größe 7—12.10-°cm Radius 
bereits festgelegt wurde, wird in der folgenden Untersuchung 
vorausgesetzt insofern die gleiche Farbe der kleinen Silberpartikel 
als Kriterium gleicher Größe benutzt wird; wie aus den op- 
tischen Kurven der Figg. 1 und 2 hervorgeht, ist der Radius 
in der zu erwartenden Größenordnung durch die Farbe in so 
engem Intervall definiert, daß diese Übertragung gerecht- 
fertigt ist. 

In der Messung wurde eine einfache Methode angewandt, 
welche den Charakter der regellos ungeordneten Bewegung 
dieser Teilchen getreu festhält. 

Ein Partikel intensiver Farbe (grün, blau oder purpurn) 
wurde von einem beliebigen Punkte des Okularrastrums ins 
Auge gefaßt und seine Bewegung bis zu einem anderen Punkte 
verfolgt. Die Zeit zwischen Anfang und Ende der Beobach- 
tung wurde registriert und der Weg des Partikels auf einem 
rastrierten Papier aufgezeichnet. 
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Eine Probe soleher Zeichnungen von Bahnen gleichfarbiger 
Partikel zeigt Fig. 3. Es muß bemerkt werden, daß die 
Bahnen der Partikel, die in Fig. 3 nebeneinander gezeichnet 
sind, tatsächlich nacheinander be- 


a if obachtet wurden; selbstverständlich 
: kann jeweils nur ein im Gesichts- 
\ felde befindliches Teilchen ins Auge 


—- gefaßt werden. 

Nunmehr gehen wir zur Berech- 
aT ate nung der Größe der kleinsten Silber- 
partikel aus diesen Beobachtungen 
über. 

Es wurden von jeder Farbe bei 
100 Partikeln der horizontale Ab- 
stand Az, und der vertikale Ab- 
stand Az, von Anfangs- und Endpunkt der Bewegung jedes 
Teilchens ausgemessen und die mittleren sekundlichen Verschie- 
bungsquadrate in horizontaler und vertikaler Richtung: 
100 


Fig. 3. Bahnen gleichfarbiger 
Partikel. 


1 Ame 
und 
100 
Loi 72 
gebildet. 


Dabei wirken in vertikaler Richtung die Schwerkraft 
und die Brownsche Bewegung, in horizontaler Richtung die 
Brownsche Bewegung allein. 

Im folgenden wird vorausgesetzt, daß das mittlere Quadrat 
der Verschiebung, die ein Teilchen unter alleiniger Einwirkung 
der Brownschen Bewegung in vertikaler Richtung erleiden 
würde, praktisch gleich sei dem mittleren Quadrat seiner 
Verschiebung in horizontaler Richtung. 

Smoluchowski!) hat nun gezeigt, daß für ein Teilchen, 
das unter gleichzeitigem Einfluß der Brownschen Bewegung 


1) M. von Smoluchowski (Bull. de l’Acad. des Sc. de Cracovie, 
Serie A. Juli 1913. p. 423). Aus Wahrscheinlichkeitsbetrachtungen folgt 
hier die Formel in folgender Gestalt: 


@- =2Dt+(y Pt), 


E 


5 
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und der Schwerkraft in der Zeit it eine bestimmte Verschie- 
bung erreicht, die Beziehung gilt, daB das Quadrat der tat- 
sächlich beobachteten Verschiebung in der Zeit t gleich ist 
der Summe aus den mittleren Quadraten der Verschiebung 
des Teilchens infolge der regellosen Brownschen Bewegung 
und der gleichförmigen Fallbewegung. 


In unserer Bezeichnungsweise lautet die Gleichung: 
(6) Az? = 42,2 +s. 
Die Fallstrecke s des Teilchens während der beobachteten 
Zeit d ist nach Formel (3): 

s=B mg ty 

worin t, die wahre Fallzeit des Teilchens über die Strecke s 
bedeutet, wenn nur die Schwerkraft allein wirken würde. 

Werden alle Verschiebungsquadrate auf die Zeiteinheit 


‚bezogen, so ergibt sich: 
= 1/8 
(7) = + - 


Betont muß werden, daß in Formel (7) bis jetzt keine 
andere Voraussetzung über die Brownsche Bewegung enthalten 
ist, als daß diese ungeordnet verläuft; die Berechtigungzu dieser 
Annahme wurde neuerdings von D. Konstantinowsky?) 
erwiesen. Nun wurde bei Partikeln bis zum Radius ca. 
7,5.10-* cm festgestellt, daß die Werte für den Radius eines 
Partikels, wenn sie einerseits nach den Fallgesetzen, anderer- 
seits nach der Theorie der Brownschen Bewegung berechnet 
wurden, Abweichungen zeigen. Irgendeine Annahme in den Be- 
rechnungen, welche Gleichberechtigung?) der beiden Theorien 
involviert, wäre also nicht gerechtfertigt. In den vorliegenden 
Berechnungen jedoch wurde jede Voraussetzung über die 
worin x — x, die tatsächliche Verschiebung, D den Diffusionskoeffizienten, 
y die Beweglichkeit, P das Gewicht des Teilchens bezeichnet. 

Ferner läßt sich die Formel, wie ich einer freundlichen Mitteilung 
von Prof. Ph. Frank entnehme, direkt aus dem Virialsatz gewinnen. 

1) D. Konstantinowsky, Ber.d. Wiener Akad. d. Wiss. 123. (Ila). 
p. 1728. 1914. 

2) Viele Autoren führen zur Berechnung des Radius von Partikeln, 
deren Brownsche Verschiebung direkt gemessen wurde, das Widerstands- 
gesetz in die Formel der Brownschen Bewegung ein. Dieses Verfahren 
scheint nicht zutreffend. 
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mittlere Energie der Teilchen vermieden und nur Größen, die 
der direkten Beobachtung der Brownschen Bewegung ent- 
stammen, in Beziehung zu dem Widerstandsgesetz gebracht. 

Daher wird der weiteren Berechnung der Ausdruck für 
die Beweglichkeit aus den Widerstandsgesetzen (Formel [4]), der 
durch die Resultate aus der Optik von p. 18 erneuert ge- 
stützt wurde, zugrundegelegt. 

Formel (7) geht dann in folgende Form über: 

_ _ 3 2 2 

(Ja) +44) (2) - 
Der Ausdruck 4,2 — 4,2, welcher der direkten Beobachtung 
entspringt, ist also proportional einem Faktor, der durch die 
Größe des Teilchens bestimmt wird. Zur Berechnung des 
Radius a ist also nur noch der Faktor (t,2/t) zu ermitteln. 
t, ist die wahre Fallzeit des Teilchens über die Fallstrecke s. 
Ihr Wert wurde durch folgende Überlegung festgestellt: 

Wäre bei allen Beobachtungen die Passage der gleich- 
farbigen Teilchen über dieselbe vertikale Fallstrecke registriert 
worden, so wäre die wahre Fallzeit, die jedoch infolge der 
Brownschen Bewegung Schwankungen erleidet, exakt gleich 
dem Mittel aus allen, am gleichen Teilchen bzw. am Teilchen 
gleicher Farbe gemessenen Fallzeiten.) Nun wurde zwar im 
vorliegenden Falle die Bahn der Teilchen über jeweils ver- 
schiedene Fallstrecken verfolgt; alle diese Strecken schwanken 
jedoch in kleinem Intervall um eine mittlere Fallstrecke, so 
daß man praktisch den Mittelwert aller am Teilchen gleicher 
Farbe registrierter Zeichen als die mittlere (= wahre) Fall- 
zeit t, über eine mittlere Strecke auffassen kann. Mit diesem 
Werte t, wurde die Größe: 


gebildet. 


Die Gleichung, aus der nunmehr der Radius a ermittelt 
werden kann, lautet: 


1) Vgl. E.Schrödinger, Physik. Zeitschr. 16. p. 289. 1915. — M. von 
Smoluchowski, Physik. Zeitschr. 16. p. 318. 1915. 
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100 
1 t? t? = 
100 >" = (4) =t 
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Aus den 8 Gruppen von Messungen an je 100 Teilchen 
grüner, blauer und purpurner Farbe wurden die A,? und 4,2 
berechnet; die Ergebnisse sind in Tab. 5 zusammengestellt. 


Tabelle 5. 
Farbe blau grün purpur 
2 
a. | 14,7 17,3 24,0 
sec 
Ay? 24,7 23,4 | 28,2 
i2—-i3% | 10,0 6,1 | 4,2 


Man sieht also, daB das horizontale Verschiebungsquadrat 
Ay, welches durch die Brownsche Bewegung allein verursacht 
ist, bei den purpurnen Partikeln größer als bei den blauen, 
bei diesen größer als bei den grünen ist: nun besteht aber 
zwischen Teilehengröße und Stärke der Brownschen Be- 
wegung die Beziehung, daß ein Teilchen sich in um so heftigerer 
Brownschen Bewegung befindet, je kleiner es ist. Demzu- 
folge ergibt sich aus der Reihe der A,?, das 24,0 bei purpurnen, 
17,4 bei blauen, 14,7 bei grünen Partikeln beträgt, daß die 
grünen Silberkügelchen größer als die blauen, diese größer 
als die purpurnen sind. 

Aus den optischen Kurven (vgl. Tab. 2) entspringt die 
Reihenfolge 

grün > blau > violett. 


Diejenigen Kügelehen, welche der Theorie nach, ihrer Größe 
entsprechend, violett erscheinen sollten, erscheinen tatsächlich 
purpurn. Daneben lassen sich, aber äußerst selten, kleine 
Partikeln mit violettem Farbenton beobachten, wie es den 
Kurven entspricht. 

Das beste Kriterium für das Anwachsen des Radius bildet 
die Zunahme der Differenz 4,2 — A,?, die den zunehmenden 
Einfluß der Schwerkraft über die Brownsche Bewegung kenn- 
zeichnet. Sie beträgt bei grünen Teilchen 10,0, bei blauen 6,1, 
bei purpurnen 4,2.10-% cm. Damit ist also wieder die 
Reihenfolge 

grün > blau > purpur 
gekennzeichnet. 
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Aus diesen Daten wird nun der Radius durch Einführung 
der Widerstandsgesetze nach Formel (8) berechnet. Das Er- 
gebnis zeigt die folgende Tabelle. 


Tabelle 6. 
Farbe griin blau purpur 
Radius aus dem Faget 
Radius aus der 
Berechnung. 10°cm . 


Der Radius der griinen Teilchen ergibt sich also aus dem 
Fallgesetz f = 0 zu 6,5.10-* em, aus der optischen Berech- 
nung zu 6—7.10-® cm; der Radius der blauen Partikel ist 
nach dem Fallgesetz f=0 5,3.10-* em, aus der Farbe 
5—6.10-® em; die purpurnen Partikel haben nach dem Fall- 
gesetz einen Radius von 4,9.10-° cm, aus der Farbe ge- 
schätzt 4—5 . 10-® cm. 

Die Übereinstimmung der Resultate aus den optischen 
Rechnungen mit denen aus dem Widerstandsgesetz für f = 0 
ist also auch bei Partikeln der Größe 4—7.10-® em Radius 
wieder eine sehr befriedigende. 

Damit ist die Möglichkeit nachgewiesen, die Größe von 
Materiepartikeln bis zum Radius 4.10-® cm festzulegen. 


8 7. Zusammenfassung. 


Für alle Schlüsse über physikalische Vorgänge an den 
kleinsten Aggregaten der Materie ist die Festlegung der Größe 
dieser Objekte grundlegendes Erfordernis. Eine direkte Aus- 
messung kann nur bei Objekten bis zur Größe der Licht- 
wellenlänge erfolgen. Bei submikroskopischen Partikeln bis zur 
äußersten Grenze der Beobachtbarkeit müssen indirekte Me- 
thoden platzgreifen. 

Eine Untersuchung wie die Größenbestimmung kleinster, 
eben noch wahrnehmbarer Materieteilchen kann nicht auf 
einem Prinzip allein ein für allemal gegründet werden. Es 
müssen mehrere voneinander unabhängige Erscheinungen 
herangezogen werden; man muß sich also gewissermaßen 
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mehrerer Maßstäbe bedienen, und erst aus ihrer Überein- 
stimmung darf auf die Richtigkeit der Größenbestimmung 
geschlossen werden. 

Bei der Wahl dieser mannigfachen Methoden hat als maß- 
gebender Gesichtspunkt zu gelten, jeweils die physikalischen 
Erscheinungen der Beobachtung nutzbar zu machen, die an 
der beobachteten Materie und der betrachteten Größenord- 
nung besonders charakteristisch zutage treten. 

Als Beispiel dieser Methodik wurde in vorliegender Studie 
die Größenbestimmung kleinster Silberkugeln durchgeführt. 
Dazu wurden drei verschiedene Gebiete der Physik (Optik, 
Mechanik, Statistik) herangezogen. 

Die erste Methode benutzt die optischen Phänomene am 
submikroskopischen Einzelteilchen. Aus der Theorie der Beu- 
gung des Lichtes ergibt sich unter Zugrundelegung der molaren 
optischen Konstanten des Silbers ein gesetzmäßiger Zusammen- 
hang zwischen der Größe und der Farbe von Silberpartikeln 
der Dimension 10-5 bis 10-* cm Radius. Mit abnehmender 
Größe ist die Farbe des abgebeugten Lichtes nach der Reihe 
der Spektralfarben abgestuft. So läßt sich aus der beob- 
achteten Farbe des Einzelpartikels sein Radius erschließen, 
Beispielsweise lassen orange Silberpartikel einen Radius 
10—13.10-°cm, grüne einen Radius von 6—7.10-* cm 
erwarten. 

Die Kontrolle dieser Größenbastimmung aus der optischen 
Berechnung bis zu Partikeln der unteren Grenze 7.10-% cm 
Radius bieten zwei Verfahren durch Beobachtung der mitt- 
leren Fallgeschwindigkeit und der Abweichungen von derselben. 
Diese gründen sich 

1. auf mechanische Gesetze (Stokes-Cunningham); 

2. auf statistische Gesetze (Theorie der Brownschen Be- 

wegung). 
Von der Größengrenze 7.10-* em ab überwiegt die Brown- 
sche Bewegung der Kügelchen so stark ihre Fallbewegung, 
daß eine Festlegung der mittleren Fallgeschwindigkeit am 
Einzelteilchen nicht mehr möglich ist. Bei den kleinsten Teil- 
chen (grün, blau, purpurn) wird die gleiche Farbe als Index 
gleicher Größe genommen und auf direktem Wege die Ver- 
schiebung bestimmt, welche ein Partikel einerseits unter Ein- 
wirkung der Brownschen Bewegung und der Schwerkraft, 
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andererseits unter Wirkung der Brownschen Bewegung allein 
erfährt. Es wird eine Methode angegeben, welche aus dieser 
Differenz wieder die Größe zu bestimmen gestattet. 

Von den benutzten Skalen stimmen in dem ganzen Bereiche 
die mechanische und die optische überein (und zwar setzt dabei 
die mechanische Skala Form und Dichte der Partikel voraus, 
die optische Skala die Form und die molaren optischen Kon- 
stanten des Metalles). Die Berechnung aus der Farbe ergibt 
also dieselben Werte wie das Widerstandsgesetz für f = 0. 

Aus der statistischen Skala hat sich nur die Annahme der 
Ungeordnetheit der Bewegung bewährt. 

Im Speziellen hat sich ergeben, daß orange Silberpartikel 
den Radius 10—13 . 10-% cm, orangegelbe 9—10, gelbe 7,5—9, 
gelbgrüne 7—7,5, grüne 6—7, blaue 5—6. purpurne 4—5 
haben. 

Der Weg zur exakten Größenbestimmung von Silber- 
partikeln ist also in folgenden Etappen festgelegt: 


1. Die mechanische Skala (Widerstandsgesetz f= 0 von 
Stokes-Cunningham) läuft für sich allein bei Silber bis 
zur Größe 7.10-*cem Radius. 

2. Die optische Skala allein läuft bei Silber ca. in den 
Größen 13—4 . 10-® cm Radius. 

3. Unterhalb der Größe 7.10-* em Radius kombiniert 
ınan zur zweckmäßigen Kontrolle die optische und die mecha- 
nische Skala und bedient sich außerdem der direkten Messung 
der Brownschen Bewegung. 

Eine genaue Größenbestimmung von Silberpartikeln unter 
ca. 4.10-* cm Radius ist mit den derzeitigen Hilfsmitteln 
und Methoden noch nicht möglich. 


I. Physikalisches Institut der K. K. Universität Wien. 


(Eingegangen 22. Mai 1917.) 
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2. Magnetische Momente im Atombau; 
von L. Vegard. 


In ein paar Aufsätzen!) behandelt Hr. Th. Wereide die 
Verbindung zwischen dem Magneton und denjenigen magne- 
tischen Momenten, die ein Elektron in den Bohrschen Stabili- 
tätskreisen unter gewissen Voraussetzungen veranlassen könne. 

Da er nicht auf frühere Arbeiten auf diesem Gebiete hin- 
gewiesen hat, erlaube ich mir, auf eine Arbeit?), die ich im 
Mai 1915 veröffentlicht habe, aufmerksam zu machen. 

Diese Arbeit beschäftigt sich mit der Frage, inwieweit 
die inneren Atomkerne magnetische Momente besitzen und 
ob solche Felder gewisse Abweichungen in der Balmerschen 
Serie erklären können. 

Es sei auch erwähnt, daß schon Chalmers gefunden hat ?), 
daß ein Elektron, das ein Winkelmoment von h/22 besitzt, 
ein magnetisches Moment von fünf Magnetonen geben würde. 
Ein Magneton ist durch die Größe 1123,5/N definiert, wo N 
die Avogadrosche Zahl bedeutet. 

Die Formel 

1123,5 eh 
(1) N 4am’ 


mit welcher Hr. Wereide operiert, ist also wohl bekannt. 
Diese zahlenmäßige Übereinstimmung kann wohl anregend 
wirken; aber es wäre doch verfrüht, darauf ein zu großes 
Gewicht zu legen. 

Es ist indessen selbstverständlich, da die Relation in 
der Tat zahlenmäßig richtig ist, daß in ganz formaler Weise 
die Formel jede der vier Größen N, h, e und m zu berechnen 
gestattet, wenn die übrigen drei als bekannt angenommen 
werden, und zu richtigen Zahlenwerten führt. 

1) Th. Wereide, Ann. d. Phys. 52. p. 276, 283, 289. 1917. 

2) L. Vegard, Phil. Mag. 29. p. 651. 1915. 

3) H. Stanley Allen, Phil. Mag. Jan. 1915. 
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Fir die Untersuchungen der magnetischen Momente von 
rotierenden elektrisch geladenen Körpern habe ich mich mit 
Vorteil der folgenden allgemeinen Formel bedient. 

ı E 
(2) 
M, ist das magnetische Moment, E die Gesamtladung und 
M die Gesamtmasse des Körpers und uw das Winkelmoment. 
Massendichte und elektrische Volumdichte sind als konstant 
vorausgesetzt. 

Setzt man 


und ht: 


(r eine ganze Zahl), so bekommt man die dem Bohrschen 
Wasserstoffatom entsprechend möglichen magnetischen Mo- 
mente. Es ist doch wohl fraglich, ob überhaupt die Elek- 
tronen in den Stabilitätskreisen magnetische Momente nach 
der Formel (2) geben; denn diese Formel gilt mit Sicherheit 
nur für gewöhnliche Körper. 

Mit Hilfe der Formel (2) habe ich untersucht, unter 
welchen Bedingungen ein kugelförmiger Atomkern ein magne- 
tisches Moment von fünf Magnetonen besitzen kann. Es wird 
indessen gefunden, daß eine solehe Annahme zu allzu großen 
Werten der Energie und Rotationsgeschwindigkeit führt. 

Eine andere Möglichkeit wäre die, daß man den inneren 
Kern als ein zusammengesetztes Gebilde betrachtet, und ein 
soleher Fall ist auch näher behandelt worden. 

Es wird für das Wasserstoffatom die folgende Struktur 
angenommen: 

Ein positiver Kern von der Ladung N, wird von zwei 
Elektronensystemen umgeben: ein inneres mit N —1 Elek- 
tronen und ein äußeres von einem Elektron. Das ganze innere 
System soll ein magnetisches Moment von fünf Magnetonen 
besitzen, oder es muß 


N-1 h 
(3) 


sein, wo 4, und w, der Radius bzw. die Winkelgesehwindigkeit 
einer der inneren Elektronen bedeutet. 

Durch die Annahme, daß die inneren Elektronen einen 
einzigen Ring bilden, findet man nach einiger Rechnung: 


(4 
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W, = (N — 8y-)(N— 1) W. 


W, ist die Energie der inneren Elektronen, a und W sind 
Radius und Energie des äußeren Elektrons im Normalzustande 
des Atoms und 


S=N-2 


Sy_1 = >) cosec 
S=1 


Wer" 


Eine notwendige Bedingung für die Möglichkeit einer 
solehen Konstitution wäre die, daß der Radius a, der inneren 
Elektronenbahn gegenüber demjenigen des äußeren Elektrons 
sehr klein ist, so daß das ganze innere System als Kern für 
das äußere Elektron betrachtet werden kann. 


Diese Beuingung ist in der Tat erfüllt; denn a; nimmt 
mit wachsendem N rasch ab, und eine derartige Konstitution 
des Kerns ist wohl nicht ausgeschlossen. Wenigstens für die 
schwersten Atome muß man ja zusammengesetzte Kerne an- 
nehmen; denn die radioaktiven Prozesse bestehen ja in einem 
Zerfall des Kerns, und die ß-Strahlumwandlungen zeigen, daß 
der Kern teilweise aus Elektronen bestehen muß. 


Die Bestimmung der Anzahl von Elektronen im Atom 
aus der sekundären Röntgenstrahlung und der Zerstreuung 
der a-Strahlen berücksichtigt nur die äußeren Elektronen, 
deren Anzahl gleich der Atomnummer N gefunden wird. 


Die Energie des inneren Systems wird mit wachsendem 
N sehr groß. Dazu gehören große Frequenzen und starke 
Bindung, und es. ist wohl denkbar, daß, den Röntgen- und 
a-Strahlen gegenüber, das innere System als Ganzes wirken 
kann. 

Wir sehen somit, daß die Annahme- eines inneren Elek- 
tronensystems mit einem magnetischen Moment von fünf 
Magnetonen gewisse typische Eigenschaften der radioaktiven 
‚Atomkerne nachahmt. 


Doch können wir ebensowenig mit als ohne Kernmagnetis- 
mus die Stabilitätskreise auf Grundlage der klassischen Elektro- 
dynamik allein eindeutig ableiten. Dies ersieht man sofort 
bei Betrachtung der Bahnen im magnetischen Äquatorplan. 
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Die Bedingung einer zirkulären Bahn für das äußere 
Elektron des Wasserstoffs wird: 


(5) = 1+ 


Wir bekommen nur diese Relation (5) zwischen a und o, 
und die Bestimmung der Bahn fordert noch eine Beziehung, 
die aber nicht in den gewöhnlichen elektrodynamischen Glei- 
chungen gegeben ist. 


Kristiania, 29. April 1917, 


(Eingegangen 8. Mai 1917.) 
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3. Bemerkung zu P. Gerbers Aufsatz: „Die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Gravitation‘; 
von H. Seeliger. 


Herr E, Gehreke macht im 51. Band dieser Annalen 
auf eine Arbeit von P. Gerber nachdrücklich aufmerksam 
und behauptet im folgenden Bande (p. 415) gelegentlich eines 
Abdrucks der genannten Arbeit, der von „verschiedenen 
Seiten’ gewünscht worden sei, in einer Anmerkung, daß da- 
durch die Perihelbewegung des Merkur „quantitativ“ erklärt 
sei. Mich hat diese Bemerkung sehr überrascht, da mir seit 
18 Jahren bekannt ist, daß die ganze Rechnung Gerbers 
auf einem elementaren Irrtum beruht. Dieser ist so leicht 
zu erkennen, daß ich bisher Anstand genommen habe ihn 
aufzudecken. Nunmehr scheint es aber doch nützlich zu sein 
weitergreifenden Mißverständnissen vorzubeugen. 

Wie und mit welcher Begründung Gerber zur Aufstellung 
des Potentialgesetzes (p. 437) 

gelangt, soll nicht erörtert werden und es wird genügen darauf 
hinzuweisen, wie die Ableitung der allein in der Richtung des 
Radiusvektors wirkenden Kraft R auf ein merkwürdiges Ver- 
kennen des Sinnes der Lagrangeschen Bewegungsgleichungen 
2. Form hinausläuft: Verwechslung der beiden Funktionen 
lebendige Kraft und Potential, Außerachtlassung des Um- 
standes, daß das Potential nicht von den Geschwindigkeiten ab- 
hängen darf usw. Hätte Gerber das so vielfach behandelte 
Webersche elektrodynamische Gesetz zur Probe verwendet, 
so hätte er wohl sicher seinen Irrtum bemerken müssen, denn 
dieses hat bekanntlich das aw 


dr 
und ebenso bekannt ist, daß die White R gegeben 
ist durch 2 
u 1 (dr\® 2r dtr 
wihrend Gerbers Vorschrift 
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auf Webers Potential zu—n ergibt 
(4 r 2r d’r 
R-- ale) - 

Es würde also eine ‘anand Perihelbewegung, die bekannt- 
lich im wesentlichen durch das 2. Glied in der Klammer be- 
stimmt wird, im verkehrten Sinne stattfinden. Gerber findet 
durch die falsche orn al fiir sein Potential (1) 

R=--&|1-5 (43) 
er d# 
Man sieht daraus ohne jede Shi daß sich danach in der 
Tat eine Perihelbewegung des Merkur in einem Betrage, der 
nahezu dem empirisch gefundenen gleichkommt, ergibt, weil 
bekanntlich aus dem Weberschen Gesetz nur ein Drittel 
dieses Betrages hervorgeht. 

Ebenso leicht, wie sich ergeben hat, daß der Ausdruck 
Gerbers für R ganz und gar nieht dem Potential (1) entspricht, 
ist der richtige Ausdruck zu erlangen. Hält man daran fest, 
daß (1) nur eine Kraftkomponente R ergeben soll, so findet 
sich selbstverständlich 

X=RZ, YmR!, Z=R-, 
r r r 
wo z, y, z bzw. X, Y, Z rechtwinklige Koordinaten und Kraft- 
komponenten bedeuten. Das Potential hat man der Arbeit 
aeg d.h. es ist 
dV oV dr oV dr 
wo 7’ und da 22 + y?+ 22 = r?, hat man 
pat dr, ar 
dt ~ dt 
Das Potential (1) ergibt hiernach 
2dr 8 (dr\? 2r 6 | dr 
R=-5 - 
R hat a kaum eine Ahnlichkeit mit dem von Gerber 
gefundenen, es enthält auch die erste Potenz von c, das 


8. Glied ist positiv, gibt also eine negative Perihelbewegung 
und auBerdem kommt dr/dt einmal im Nenner vor. 


München, 29. Mai 1917. 
(Eingegangen 31. Mai 1917.) 
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4. Zur Theorie der Beugung an metallischen 
Schirmen; 


von Paul 8S. Epstein, 


$ 1. Über den obigen Gegenstand hat neuerdings!) 
R. Schachenmeier drei Abhandlungen veröffentlicht?), von 
denen die erste eine allgemeine Beugungstheorie für Schirme 
von beliebiger Form begründen soll, die beiden anderen An- 
wendungen dieser Theorie auf Sonderfälle enthalten. So an- 
regend namentlich die erste Arbeit (im Folgenden mit 1. e. 
zitiert) in einigen mathematischen Einzelheiten ist, machen 
sich bei genauerem Eingehen auf dieselbe doch schwere Be- 
denken geltend, ob die in ihr behandelte Aufgabe mit den 
Beugungsproblemen der Optik etwas zu tun hat. 

Zunächst wollen wir die Schachenmeiersche Problem- 
stellung ausführlich darlegen. Es wird die folgende zwei- 
dimensionale Aufgabe betrachtet: Ein Strahlenbündel von der 
Öffnung n/2 ist, aus dem Unendlichen kommend, auf einen 
Punkt der den Schirm begrenzenden Kurve konzentriert, wobei 
die Polarisationsebene des Bündels in der Bildebene liegt. 
Schachenmeier stellt an die Spitze seiner Theorie die drei 
folgenden Forderungen (I. c. p. 8) für die Funktion ®, welche 
den gesamten Schwingungszustand außerhalb des Schirmes 
darstellen soll: 

1. ® muß der Schwingungsgleichung genügen und eine 
reinperiodische Funktion der Zeit sein. 

2.® muß an der Schirmoberfläche verschwinden (d.h. 
Schachenmeier beschränkt sich auf die Theorie vollkommen 
reflektierender Schirme). 

8. In dem Gebet der e’'nfallenden Strahlen (d.h. in einem 
Sektor von der Öffnung =/2) muß ® in hinreichend großer 


1) Vgl. Anmerkung 1) zu p. #2, 

2) R. Schachenmeier, Zur mathematischen Theorie der Beugung 

an Schirmen von beliebiger Form. Karlsruhe 1914; Ann. d. Phys. 4. 
p. 1109, 1914; 46, p. 1009. 1915 
Annalen der Physik. IV. Folge, 53. 
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Entfernung vom Brennpunkt des Bündels die einfallende 
Welle beliebig genau darstellen. 

Ferner wählt Schachenmeier den auf der Begrenzung des 
Schirmes liegenden Brennpunkt des einfallenden Bündels als 
Ursprung eines Polarkoordinatensystems (r, g) und setzt die 
Lösung ® in Form einer Reihe von Produkten Besselscher 
Funktionen des Argumentes kr (k bedeutet die Wellenzahl 


Qn n 


e 
wo ¢ die Lichtgeschwindigkeit, A die Wellenlänge im Vakuum, 
n die Frequenz ist) und trigonometrischer Funktionen an. 
Zur Vereinfachung der Schreibweise wollen wir, wie üblich, 
den komplexen Zeitfaktor e'*' abspalten und erhalten die Reihe 
in der Form 


(1) u(r,g)= (kr) (dq Cos np + by sin ng). 


Die eigentliche Lésung ist dann 
(2) = Re (u- ei"), 


wobei Re bedeutet, daß von der eingeklammerten Größe der 
reelle Teil zu nehmen ist. Von dieser Reihe setzt Schachen- 
meier im Weiteren voraus, daß sie für beliebig große Werte 
von r konvergiert. Dies ist, wie wir sehen werden, für das Ver- 
halten der Funktion u(r, ) nicht weniger charakteristisch 
als der Umstand, daß im Ansatz von Schachenmeier andere 
Zylinderfunktionen als die Besselschen nicht auftreten. 

Wenn wir zur Kritik dieser von Schachenmeier gestellten 
Forderungen übergehen, so fällt uns zunächst auf, daß er von 
einer Bedingung, deren Berücksichtigung man bis jetzt für 
unbedingt nötig hielt, um erst ein Beugungsproblem als Rand- 
wertaufgabe vollständig zu definieren, überhaupt nicht spricht. 
Wir meinen die sogenannte „Ausstrahlungsbedingung“, deren 
physikalische und mathematische Unerläßlichkeit namentlich 
von Sommerfeld!) ausführlich dargelegt wurde, und auf 
deren Inhalt wir weiter unten eingehen. 

Dagegen scheint uns die dritte Bedingung von Schachen- 
meier den Resultaten der Rechnung vorzugreifen und zum 


1) A. Sommerfeld, Jahresber. d, deutschen Mathe.natikerver. 21. 
p. 309. 1912. 
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Mindesten überflüssig zu sein.) Dieser Punkt ist indessen 
von untergeordneter Bedeutung, und wir werden im Folgenden 
nur die Frage prüfen, ob der Ansatz (1) die Ausstrahlungs- 
bedingung befriedigt oder auch nur mit derselben ver- 
einbar ist. 


$2. Um besser übersehen zu können, welche physikalischen 
Folgen der von Schachenmeier gemachte Ansatz (1) nach 
sich zieht, ist es vorteilhaft, das durch u(r, ~) gegebene gesamte 
Strahlungsfeld in zwei Bestandteile zu zerlegen: die ein- 
fallende Welle und die Störungswelle 
(3) u=u + Ug. 

Unter der Bezeichnung ,,einfallende Welle“ versteht man 
den Schwingungszustand, welcher herrschen wiirde, wenn der 
beugende Schirm nicht vorhanden wire. Die „Störungswelle‘ 
ist demnach diejenige optische Erregung, welche ihre Ent- 
stehung der Anwesenheit des Schirmes verdankt. Es ist nun 
klar, daß sich u,, falls wie bei Schachenmeier keine Licht- 
quellen im Endlichen liegen, durch eine in der gesamten 
(r, $)-Ebene konvergente Reihe vom Typus (1) darstellen 
läßt, da Zylinderfunktionen anderer Art als die Besselschen 
im Nullpunkt unendlich werden, und Unendlichkeitsstellen aus 
physikalischen Gründen ausgeschlossen sind.2) Der Ansatz (1) 
fordert also in Verbindung mit (8) ohne weiteres 


(4) (C, cos +d, sin ng), 


wobei nach Schachenmeier auch diese Rethe in der ganzen 
(r, )-Ebene konvergent sein soll. 

Die in $1 erwähnte Ausstrahlungsbedingung besteht nun 
darin, daß die Störung u,, im Unendlichen (r sehr groß gegen 
i bei beliebigem gq) den Charakter einer vom Nullpunkt weg- 
eilenden Welle haben muß. Die analytische Formulierung 


1) Gerade im Falle von Schachenmeier nehmen die einfallende 
Amplitude und die Störung (vgl. $2) nach demselben Gesetze ab (wie 
1/Y r), und es ist nicht einzusehen, wieso das Verhältnis der ersteren zur 
letzteren beliebig groß werden kann. 

2) Ebensowenig kann die Funktion u, vieldeutig sein, weshalb nur 
ganzzahlige Indizes » in Betracht kommen. Für den uns interessierenden 
Fall konvergenter Strahlenbündel sind Entwicklungen von P. Debye 
(Ann. d. .Phys. 80. p. 755. 1909) gegeben worden. 

8* 
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dieser Forderung gibt Sommerfeld fir sweidimensionale 
Falle in der folgenden Form 


Lim (Vr — iku,,) =0, Lim + 00. 


r=0 


Noch einfacher läßt sich die Ausstrahlungsbedingung 
formulieren!), wenn man von komplexen Werten der Wellen. 
zahl k (etwa mit negativem imaginären Teil) ausgeht und 
ein reelles k nur als Grenzfall betrachtet. Dann reduziert sich 
die Ausstrahlungsbedingung darauf, daß u,, im gesamten Un- 
endlichen der (r, y)-Ebene verschwindet. Damit ist gemeint, 
daß der absolute Betrag |u,.| in jedem Punkte eines um den 
Ursprung mit dem Halbmesser r gelegten Kreises mit wach- 
sendem r unter jeden noch so kleinen endlichen Wert e sinkt, 
Dies wird auch physikalisch anschaulich, wenn man bedenkt, 
daß komplexe Werte von k einer Lichtausbreitung in ab- 
sorbierenden Medien entsprechen. Eine „ausstrahlende‘‘ Welle, 
die in der Umgebung des Nullpunktes endliche Amplitude 
hat, klingt auf ihrem Wege ins Unendliche exponentiell ab. 
Umgekehrt muß eine „einstrahlende‘“ Welle im Unendlichen 
exponentiell unendlich groß werden, damit sie mit endlicher 
Amplitude im Ursprung ankommt. 


Unsere Aufgabe reduziert sich demnach darauf, zu unter- 
suchen, ob die Reihe (4) im Grenzfall sehr großer r für jedes p 
verschwinden kann. Es ist leicht zu zeigen, daß dies nicht 
möglich ist: Wir setzen voraus, daß der Koeffizient c, der 
Reihe (4) von Null verschieden ist, dann hat man nach 
Fourier 


2x 
c,d, (kr) = coonpdyp. 
0 


Bekanntlich ist der absolute Betrag einer Summe (bzw. 
eines Integrals) kleiner (oder gleich) als die Summe (das Inte- 
gral) der absoluten Beträge, a fortiori gilt daher 


22 


1) Nach einer mündlichen Mitteilung von Prof. E. Hilb. 
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Es sei nun 9,, derjenige Wert von qg, bei welchem der 
Betrag |u,, (r, y)| für ein bestimmtes festgehaltenes r sein 
Maximum erreicht, es folgt 


Für große Werte von kr gilt die asymptotische Dar- 
stellung 


6) 


woraus man erkennt, daß bei komplexem & die linke Seite 
von (5) mit wachsendem r unbegrenzt wächst. Diese Un- 
gleichung sagt also aus, daß es auf jedem mit dem noch so 
großen Radius r um den Ursprung beschriebenen Kreise min- 
destens einen Punkt gibt, in welchem |u,,| weit davon ent- 
fernt zu verschwinden, die Größenordnung e**"/Yr oder eine 
höhere hat. 

Damit ist bewiesen, daß ein Schwingungspotential, welches 
sich durch eine in der ganzen (r, p)-Ebene konvergente Reihe 
vom Typus (4) darstellen läßt, die Ausstrahlungsbedingung nicht 
befriedigt und daher für die Darstellung einer optischen Störungs- 
welle ungeeignet ist. Eine Ausnahme kann man nur für den 
Sonderfall gelten lassen, daß sich der Schirm ins Unendliche 
erstreckt, dann braucht nämlich die Ausstrahlungsbedingung 
nur außerhalb des Schirmes, also nur in Sektoren der (r, ¢)- 
Ebene erfüllt zu sein, und dies kann die Reihe (4), wie aus 
speziellen Beispielen bekannt ist, leisten. Indessen darf in 
diesem Fall die für das Unendliche giltige Entwickelung nur 
dann nach Besselschen Funktionen mit ganzzahligen Indizes 
angesetzt werden, wenn der vom Schirm freie Sektor den 
Winkel 2/n (n eine ganze Zahl) einschließt. Der Ansatz (4) 
hat also auch hier keine allgemeine Berechtigung. 

Da die asymptotischen Darstellungen der Neumann- 
schen Funktionen 


; sin 
(2) Wy, (hr) = 


lauten, so sind dieselben für eine Störungswelle ebenso un- 
brauchbar wie die Besselschen und nur eine nach Hankel- 
schen Zylinderfunktionen zweiter Art fortschreitende Reihe 


1 
- 7 
4 BAR 
. 
: 


38 P. 8. Epstein. 


(8) - > 4,” r)+(¢, cosng +f, sin ng) 
0 


genügt der Ausstrahlungsbedingung.!) Denn es gilt für |kr|>1 


+2 


(9) H,® (kr) = J,(kr)—iN, (kr) 


Vinkr 
so daß (bei komplexem k mit negativem imaginärem Teil) für 
hinreichend großes r jedes Glied der Summe (8) exponentiell 
verschwindet. 

$ 3. Wenn es demnach nicht möglich ist, die Störungs- 
welle u,, durch eine in der gesamten (r, g)-Ebene konvergente 
Entwicklung vom Typus (4) darzustellen, so ist eine solche 
Darstellung in Teilgebieten dieser Ebene, die nicht ins Un- 
endliche reichen, sehr wohl möglich. In der Tat kann man 
ja den Nullpunkt in einen Bereich verlegen, in welchem u,, 
aus physikalischen Gründen regulär sein muß, so daß ein Auf- 
treten der Zylinderfunktionen H, (kr) oder N„{kr), (welche 
im Gegensatz zu J„(kr) im Nullpunkt unendlich werden) 
ausgeschlossen ist, und auch gebrochene Indizes wegen der 
notwendigen Eindeutigkeit nicht in Frage kommen. Es ent- 
steht die Frage, wie weit sich in diesem Fall der Konvergenz- 
bereich von (4) erstreckt und wodurch er beschränkt wird. 
Um dies zu beantworten, müssen wir an einige bekannte Sätze 
erinnern?): Für die Konvergenz der Reihen (4) und (8) kommt 
das Verhalten der Glieder hoher Ordnung in n in Betracht 
(n>|kr|), für welehe im Gegensatz zu (6) und (9) die 
Näherungsdarstellungen gelten 

n _. 1119» 

Die Reihe (4) konvergiert also genau in demselben Bereich 

wie die Potenzreihe 


0 


1) Vgl. auch die Diskussion v. Ignatowsky-Seitz (W. v. Igna- 


towsky, Ann. d. Phys. 18. p. 495. 1905; W. Seitz, Ann. d. Phys. 19. 


p- 554. 1906). 
2) A. Sommerfeld, Math. Ann. 47. p. 323. 1896. 
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d. h. innerhalb eines um den Nullpunkt beschriebenen Kreises, 
welcher bis an die nächste Singulärstelle der Funktion heran- 
reicht. 

Wir haben bereits bemerkt, daß im Medium außerhalb 
des Schirms Singularitäten physikalisch unzulässig sind, sie 
können daher nur im Innern des Schirmes liegen. Anderer- 
seits, falls dort keine Singularitäten vorhanden wären, würde 
Reihe (8) in beliebiger Entfernung vom Nullpunkt kon- 
vergieren, was, wie wir bewiesen haben, der Ausstrahlungs- 
bedingung widerspricht. Wir gelangen so zu dem Satz: Die 
von eimem beliebigen Schirm erzeugte Störungswelle u,, muß 
notwendig Singulärstellen im Innern dieses Schirms besitzen. 
(Auszunehmen ist nur der am Schlusse des $ 2 erwähnte 
Sonderfall.) 

Man könnte uns entgegenhalten, daß wir hier von längst 
bekannten und selbstverständlichen Dingen sprechen, indessen 
wird gegen diese Grundlage einer jeden Beugungstheorie immer 
wieder verstoßen. Der Trugschluß von Schachenmeier besteht 
nämlich gerade darin (l. c. p. 10), daß er in Reihe (4) die 
asymptotischen Darstellungen (6) einführt, welche nur für 
|kr|>n gelten, ohne sich um die Singularitäten von u,, zu 
kümmern und ohne überhaupt die Frage aufzuwerfen, ob diese 
Reihe im Bereich der Anwendbarkeit der Formeln (6) noch 
gültig ist. Dies ist, wie wir gezeigt haben, nicht der Fall, 
und damit fallen auch alle von Schachenmeier gezogenen 
Folgerungen. 

Wir wollen noch auf die Entwicklungen nach Hankel- 
schen Funktionen vom Typus (8) eingehen, welche, wie wir 
gesehen haben, die Funktion u,, im Unendlichen darstellen. 
Dieselben entsprechen den Reihen nach fallenden Potenzen 
der Potentialtheorie und konvergieren außerhalb eines um den 
Nullpunkt beschriebenen Kreises, welcher durch den von 
ersterem am weitesten entfernten Singulärpunkt der Funk- 
tion u,, hindurchgeht. 

Man erkennt hieraus, daß die praktische Anwendbarkeit 
der Zylinderfunktionen auf Beugungsprobleme eine ziemlich 
beschränkte ist. Nur bei ganz spezieller Verteilung der Singu- 
laritäten läßt sich u,, durch eine im gesamten Äußern des 
Schirmes konvergente Reihe vom Typus (8) darstellen (wobei 
der Ursprung des Koordinatensystems ins Innere zu verlegen 
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ist). Ebenso selten dürften die Fälle sein, in denen man mit 
den beiden Entwicklungen (4) und (8) auskommt. Im all- 
gemeinen treten in ringförmigen Gebieten außer diesen beiden 
noch andere Reihen, die nach Zylinderfunktionen mit ge- 
brochenen Indizes fortschreiten, auf!), und dies bedeutet eine 
derartige Komplikation der Rechnungen, daß man zur Be- 
nutzung anderer der besonderen Form des gerade zu behan- 
delnden Schirms besser angepaßter Entwicklungen greifen muß. 


$4. Wir haben die Fundierung, welche Schachenmeier 
seiner Beugungstheorie in der ersten seiner Arbeiten gibt, für 
ungenügend befunden. Dementsprechend betrachten wir auch 
die Behauptungen, welche er in den Anwendungen dieser 
Theorie?) aufstellt, als unbewiesen, ohne jedoch ihren sachlich 
physikalischen Inhalt von vornherein abzulehnen. Das Resultat 
seiner zweiten Abhandlung faßt Schachenmeier dahin zu- 
sammen, daß sich für jeden beliebigen vollkommen spiegelnden 
Schirm eine Verteilung der einfallenden (limear polarisierten) 
Intensität angeben läßt, bei welcher das gebeugte Licht elliptisch 
polarisiert ist. Es scheint nicht sehr wahrscheinlich, daß sich 
das Ergebnis in dieser Allgemeinheit aufrecht erhalten lassen 
wird, für die Entscheidung darüber sind indessen noch weitere 
Untersuchungen erforderlich.*) Anders verhält es sich mit der 
dritten Arbeit, welche über die Farben kolloidaler Metall- 
lösungen handelt, und damit ein bereits erledigtes Thema von 
neuem aufrollt. Von den Behauptungen dieser Arbeit ist nur 
soviel zuzugeben, daß ein vollkommen spiegelndes Partikel 
in der Tat gewisse Wellenlängen stärker zerstreuen und da- 
durch einen selektiven Effekt erzeugen wird. Es fragt sich nur, 
ob diese Selektion ausreicht, um die an kolloidalen Lösungen 
beobachteten sehr lebhaften Farben zu erklären. Über diese 
Frage besteht bereits eine umfassende Literatur®); der Stand- 


1) Ein bekanntes Beispiel dafür bietet der von A. Sommerfeld 
(Math. Ann. 45. p. 263. 1894) behandelte Fall. 

2) R. Schachenmeier, Zweite und dritte Abhandlung der Fuß- 
note 2) auf p. 1109. 

3) Daß in Spezialfällen elliptische Polarisation auftritt, ist bekannt. 
Vgl. z.B. P. S. Epstein, Beugung an einem dünnen Schirm. Dissert. 
München 1914. Dagegen tritt in den trivialen Fällen, die sich nach der 
Thomsonschen Spiegelungsmethode behandeln lassen, keine auf. 

4) Eine Zusammenstellung der Literatur findet sich bei P. S. Ep- 
stein, Enzykl. d. math. Wiss. V. 3, 24. Nr. 67. 
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punkt, welchen jetzt Schachenmeier einnimmt, daB die 
„optische Resonanz‘‘ vollkommen leitender Teilehen für die 
Erklärung der Erscheinung genüge, wurde vor längerer Zeit 
von F. Ehrenhaft!) vertreten. Von G. Mie?) wurde jedoch 
durch eingehende theoretische Untersuchung der Beugung an 
kugelförmigen Goldteilchen gezeigt, daß diese Ansicht irrig 
ist, und daß sich die Farben nur unter Berücksichtigung der 
optischen Konstanten des Materials (Gold) erklären lassen. 
Eine Untersuchung von R. Gans?) über ellipsoidische Gold- 
und Silberteilchen rechtfertigte nachträglich die Annahme von 
Mie, daß die Korpuskeln in solehen Lösungen wenig von der 
Kugelgestalt abweichen. 

Neuerdings schien die Diskussion dadurch abgeschlossen, 
daß Ehrenhaft®) in seinen letzten Publikationen den Mie- 
schen Standpunkt rückhaltlos anerkennt. Es ist daher schwer 
verständlich, aus welehem Grunde Schachenmeier die be- 
reits tote Frage zu neuem Leben erweekt.®) 


$5. Auf Grund alles Gesagten gelangen wir zu dem Schluß, 
daß die von Schachenmeier in seiner Theorie der Beugung 
an vollkommen reflektierenden Schirmen gemachten Ansätze, 
den in der Optik zu stellenden Forderungen nicht entsprechen. 
Seine Ausführungen haben daher weder für das Existenzproblem 
der optischen Beugungstheorie, noch für die Behandlung be- 
sonderer Beispiele einen unmittelbaren Wert. Dadurch halte 
ich es für gerechtfertigt, daß ich von einer Erwähnung der 
Schachenmeierschen Arbeiten in meinem Enzyklopädie- 
artikel über „spezielle Beugungsprobleme‘“ abgesehen habe. 

Als positives Verdienst ist zugunsten Schachenmeiers 
die Kühnheit zu buchen, mit welcher er an die Behandlung 


1) F. Ehrenhaft, Wien. Bericht IIa, 112. p. 181. 1903; 115. 
p- 1115. 19085. 

2) G. Mie, Ann. d. Phys. 25. p. 377. 1908. 

3) R. Gans, Ann. d. Phys. 87. p. 881. 1912; 47. p. 270. 1915. 

4) F. Ehrenhaft, Physik. Zeitschr. 15. p. 952. 1914; 16. p. 227. 
1915. 

5) Nachträgliche Anmerkung. — Inzwischen wurde mir von Cl. 
Schäfer in einer Besprechung meines Enzyklopädieartikels (Physikal. 
Zeitschr. 17. p. 216. 1916) u.a. eine zu flüchtige Darstellung dieses Gegen- 
standes vorgeworfen. Seine Kritik vermochte mich indessen nicht von 
der Notwendigkeit eines ausführlicheren Eingehens auf eine bereits be- 
grabene Streitfrage zu überzeugen. 
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von in Teilintervallen des Winkelraumes (Sektoren der Ebene) 
verschiedenen Grenzbedingungen herantritt. Es scheint, daß 
die Scheu, mit weleher man derartigen Problemen bis jetzt 
aus dem Wege gegangen ist, übertrieben war, und aus dieser 
Erkenntnis wird vielleicht die mathematische Physik mutatis 
mutandis mittelbaren Vorteil ziehen können. 

Von den Nebenergebnissen unserer kritischen Unter- 
suchungen über zweidimensionale Beugungsprobleme mit 
Schirmen von endlicher Ausdehnung sei Folgendes hervor- 
gehoben: 

‘ 1. Ein Sehwingungspotential, welches durch eine in der 
ganzen (r, y)-Ebene konvergente, nach Besselschen Funk- 
tionen von ganzzahligem Index fortschreitende Entwicklung 
darstellbar ist, erfüllt nicht die ,,Ausstrahlungsbedingung“ 
und ist daher für eine Störungswelle u,, ungeeignet. 

2. In einem regulären Punkte kann man für u,, eine solche 
Entwicklung ansetzen. Jedoch ist sie nur innerhalb eines 
Kreises um diesen Punkt konvergent, welcher bis an die 
nächste Singulärstelle der Funktion u,, heranreicht. 

8. Die von einem beliebigen Schirm erzeugte Störungs- 
welle hat notwendig im Innern dieses Schirms Singularitäten. 


München, Oktober 1915.) 

1) Die Publikation wurde auf Wunsch von Hrn. Schachenmeier 
verschoben, da er im Felde steht und bis jetzt keine Zeit für wissen- 
schaftliches Arbeiten hatte. 


(Eingegangen 2. Juni 1917) 
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5. Zur Theorie der Beugung an metallischen 
Schirmen. 


Erwiderung auf die gleichnamige Veröffentlichung 
von P. Epstein; 
von R. Schachenmeier., 


I. Die von Epstein unter gleicher Überschrift!) gegen 
meine Beugungsarbeiten?) erhobenen Einwände sind bereits 
dadurch widerlegt, daß der einzige darin enthaltene analytisch- 
exakte Beweis, auf welchem sämtliche übrigen Behauptungen 
fußen, fehlerhaft ist. Dieser Beweisversuch wird von Epstein 
in $2 unternommen. Epstein schließt folgendermaßen: 

Es ist 


(1) (Gleich. (6) bei E.), 
und für großes r gilt asymptotisch 
( 2n+1 n) 


Yınkr 
Weil somit, bei komplexem k, J„(kr) mit r unendlich 
wird wie 


(3) 
so wird wegen (1) auch 
(4) Pa) | 


unendlich, mindestens wie (3). Hierauf beruhen alle weiteren 
Ausführungen Epsteins. 

Dieses Resultat ist aber dann nicht gültig, wenn k reell 
ist. Vielmehr wird dann mit unendlichem r (8) und (2) gleich 
Null. In meinen sämtlichen Beugungsarbeiten tritt nur reelles k 
auf, da ich das Medium außerhalb des Schirmes als nicht ab- 
sorbierend annehme. Epstein begeht also den Trugschluß, daß 
er sein für komplexes k abgeleitetes Ergebnis auf den Sonder- 
fall eines reellen k überträgt, wo dasselbe ungültig ist. 


1) Vgl. dieses Heft, p. 33. 

2) „Z. math, Theorie d. Beugung usw.“ Karlsruhe 1914; „Über 
den Polarisationszustand usw.“ Ann. d. Phys. 45. p. 1109ff. 1914; 
„Färbung des Lichtes durch Metallpartikel“. Ann. d. Phys. 46, 
p. 1009ff. 1915. 
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Mit diesem Beweis fallen ohnehin auch alle übrigen, mehr 
subjektiven Behauptungen Epsteins. Sie sollen im folgenden 
trotzdem noch in großen Zügen besprochen werden, um, wenn 
möglich, auch seine gefühlsmäßigen Bedenken zu zerstreuen, 
welche meines Erachtens nur daher rühren, daß das Problem 
von einer ganz anderen Seite her, als erwartet, bewältigt wird. 

I. Der Inhalt des $1 bei Epstein besteht im wesent- 
lichen in der Behauptung, daß meine Arbeit „von der Aus- 
strahlungsbedingung überhaupt nicht spricht.“ Diese Be- 
dingung besagt nach Epstein (vgl. seinen $ 2), daß „die 
Störung im Unendlichen den Charakter einer vom Nullpunkt 
wegeilenden Welle haben muß.“ In meiner zweiten Arbeit, 
„Über den Polarisationszustand usw.‘, stelle ich nun an das 
Schwingungspotential Z p. 1111—1118 die Forderung, daß es 
in großer Entfernung vom Nullpunkt eine Superposition sein 
soll von auf ihn zueilenden und von ihm wegeilenden Wellen. 
Die letzteren stellen die ,,Stérung dar. Die Ausstrahlungs- 
bedingung ist also bei meinem Ansatz für die Störung sehr 
wohl, streng berücksichtigt.!) In etwas modifizierter Gestalt 
wird die Ausstrahlungsbedingung in meiner ersten Arbeit 
(„Zur Theorie der Beugung usw.‘‘) eingeführt. Sie ist nämlich 
implizite enthalten in der Bedingung 8, p. 8. Nach derselben 
dürfen im Sektor 0 = gy S 2/2 überhaupt keine vom Nullpunkt 
wegeilende Wellen auftreten, was ein Unterfall der Aus- 
strahlungsbedingung ist. Infolge der speziellen geometrischen 
Anordnung ist das Problem schon durch diese Bedingung, 
zusammen mit 1. und 2., eindeutig bestimmt. In allen übrigen 
Sektoren ist der Nachweis, daß die Störung für große r den 
Charakter einer wegeilenden Welle hat, p. 6/7 u. 10 ausführlich 
erbracht (vgl. z. B. insbesondere p. 10 die fünf letzten Zeilen). 
Meine Bedingung 3. ist also auch durchaus nicht „über- 
flüssig‘ noch „greift sie den Resultaten vor“. Das Beugungs- 
problem ist lediglich deshalb in die Gestalt der Bedingungen 
1.—8. gekleidet worden, um es für die nachfolgende mathe- 
matische Behandlung bequem zu machen. 

Epstein befindet sich also im Irrtum, wenn er in 
Zweifel zieht, daß mein „Ansatz die Ausstrahlungsbedingung 


1) Leider habe ich die außerordentlich elegante ' Formulierung 
Sommerfelds, die den physikalischen Inhalt dieser Bedingung sehr 
klar heraushebt, nicht benutzt, weil sie mir damals nicht bekannt war. 
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befriedigt oder auch nur mit derselben vereinbar ist.‘ Der 
positive Beweis, den er seiner Behauptung in seinem §2 zu 
geben versucht, enthält den in I. aufgedeckten Trugschluß, 
ist also auch bereits unmittelbar widerlegt. . 

III. In seinem § 8 stellt Epstein zunächst den Satz 
auf, daß die ,,Stérung“ u, notwendig Singularitäten im 
Inneren des Schirmes besitzen müsse. Ich habe mich zu 
dieser Frage überhaupt nirgends geäußert und tue es auch 
jetzt nicht, während Epstein anzunehmen scheint, daß ich 
„gegen diese Grundlage‘ verstoBe. Wenn meine Reihen im 
Inneren des Schirmes konvergent bleiben!), so ist das möglich, 
weil sie keinerlei Anspruch darauf erheben, auch im Inneren 
irgendwelchen optischen Vorgang darzustellen. Um es noch 
mehr verständlich zu machen, weshalb alles Suchen nach 
Singularitäten bei meinen Lösungen ergebnislos verlaufen muß, 
sei noch darauf hingewiesen, daß dieselben nur Annäherungen 
von beliebiger Genauigkeit sein wollen, wie z.B. p. 2, 42 u. 48 
von „Theorie der Beugung usw.‘ ausdrücklich bemerkt ist. 

Daß meine Reihen trotzdem Singularitäten aufweisen 
müßten, folgert Epstein wieder mit Hilfe des in I. auf- 
gezeigten Trugschlusses, womit seine Behauptung auch un- 
mittelbar widerlegt ist. 

Epstein empfiehlt am Schluß seines $ 8 die Hankel- 
schen Funktionen statt der Besselschen zu benutzen, 
kommt aber selbst zu dem Ergebnis, daß sie nur in seltenen 
Fällen anwendbar sind ebenso wie die gleichzeitige Benützung 
beider Funktionsarten in verschiedenen Gebieten der Ebene. 
Meine an den Besselschen Funktionen entwickelten Methoden 
lassen sich auch auf die Hankelschen sowie auf Besselsche 
Funktionen mit gebrochenen Indizes u. a. anwenden. Es 
werden damit wahrscheinlich Fälle behandelt werden können, 
die den Besselschen Funktionen unzugänglich sind. 

IV. Da die Fundierung meiner Theorie, wie gezeigt, durch 
die Epsteinsche Kritik nicht berührt wird, so ist Epstein auch 
nicht berechtigt, in seinem $4 meine Anwendungen dieser Theorie 
als durch seine Kritik der Fundierung widerlegt zu bezeichnen. 


1) Vgl. 1. c. p. 9, Zeile 1—6 und den ausführlichen Beweis in § 10. 

Die Arbeit setzt von der Reihe nicht ,,voraus, daB sie fiir beliebig groBe 

Werte von r konvergiert‘‘, wie E. in seinem §1 sich ausdrückt, sondern 

sie beweist es. Damit entfallen auch seine in $3 geäußerten Bedenken 
bezüglich der Anwendbarkeit seiner Formeln (6). 
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Überdies schreibt mir Epstein in. „Polarisations- 
zustand usw.‘ eine Behauptung zu, die ich in dieser All- 
gemeinheit nicht aufgestellt habe, nämlich „daß sich für 
jeden beliebigen ... Schirm eine Verteilung ... angeben läßt, bei 
welcher das gebeugte Licht elliptisch polarisiert ist.‘“ Ich habe 
dies aber nur unter der Voraussetzung behauptet, daß der 
Schirm die in ,,Polarisationszustand usw.‘ p. 1116 angezogenen 
Bedingungen erfüllt. In dieser Form ist der Satz durch die 
zitierte Arbeit bewiesen. 

Was schließlich meine Arbeit ‚Färbung des Lichtes durch 
Metallpartikel‘‘ angeht, so glaube ich nicht, daß aus derselben 
irgendwelche polemische Absicht herausgelesen werden kann, 
wie sie Epstein mir zuschreibt. Auch habe ich nicht be- 
hauptet, „daß die optische Resonanz vollkommen leitender 
Teilehen für die Erklärung der Erscheinung geniige.“ Viel- 
mehr ist meine Theorie gerade so angelegt, daß sie leicht auch 
auf Berücksichtigung der optischen Konstanten ausgedehnt 
werden kann. Wohl aber glaube ich, auch schon in dem be- 
handelten Falle vollkommener Leitfähigkeit eine neue Seite 
des Problems aufgezeigt zu haben. Denn der darin nach- 
gewiesene selektive Effekt ist doch wesentlich verschieden von 
der bisherigen Art eine „optische Resonanz‘ einzuführen. 
Außerdem gilt meine Theorie nicht nur für die bisher haupt- 
sächlich behandelten kreisförmigen und elliptischen, sondern 
in gewissen Grenzen für ganz beliebige Querschnitte des Teil- 
chens. Der Zweck der Arbeit war also, eine objektive wissen- 
schaftliche Tatsache vorzubringen.!) 

V. Die Epsteinsche Kritik erweist sich im allgemeinen 
wie im besonderen als völlig unhaltbar. Ich erhalte daher meine 
sämtlichen Ausführungen über das Beugungsproblem in vollem 
Umfange aufrecht. 


Im Felde, Anfang Juni 1917. 


1) Bezugnahme auf die vorhandene Literatur war mir leider zur 
Zeit der Veröffentlichung, nach Kriegsausbruch, unmöglich, da dieselbe 
für mich unerreichbar war. Das war wohl entschuldbar, da meine Theorie 
den Theorien von Mie, Gans, Ehrenhaft usw. durchaus nicht wider 
spricht, sondern sehr wohl mit ihnen verträglich ist. 


(Eingegangen 16. Juni 1917.) 


Au 


de! 
nic 
deı 
per 
Ne 
Ne 
(1) 
aus 
Tel 
= 
erg 
(2) 
Da 


47 


6. Das Nernstsche Theorem 
und die Wärmeausdehnung fester Stojfje; 
von Max B. Weinstein. 


(Zweite Mitteilung.) 


In einer ersten Mitteilung!) habe ich gezeigt, daß aus 
der Planckschen Auffassung des Nernstschen Theorems 
nicht mit Notwendigkeit folgt, daß die Wärmeausdehnung 
der Stoffe, für die es gilt, im absoluten Nullpunkt der Tem- 
peratur Null ist. Ich möchte jetzt das gleiche dartun für 
Nernsts eigne Darstellung seines Theorems. Geht man mit 
Nernst vom Helmholtzschen Satz 


(1) 4-9(55), 


aus, wo U, A, ® innere Energie, maximale Arbeit, absolute 
Temperatur angeben, so folgt 


Aus den bekannten Gleichungen 


ergibt sich dann 
@) (35), leo 
Da nach dem Nernstschen Theorem 


im (75) 0 


sein soll, so folgert Nernst, daß auch 
lim (35) 


ao v, 0 =0 = 


1) M. B. Weinstein, Ann. d. Phys. 52. p. 218. 1917. 
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M. B. Weinstein. Das Nernstsche Theorem usw. 


und dann, indem (0v/0p), für 9=0 als von Null ver- 
schieden angesehen wird, daß auch 


sein muß. 


Indessen braucht lim (9 (0 4/09),/dv), nicht notwendig 
Null zu sein, wenn auch lim (9 4/2 9), Null ist. Man kann 
das an einer Menge von Funktionen dartun. Ich nenne nur 
eine der einfachsten. Sei v, das Volumen für 9= 0, und es 
werde 

A = A, + (v0 — %) A, 


gesetzt mit der Bedingung 


lim (FE)... =0, 


OA 
lim 
also das eigentliche Nernstsche Theorem erfüllt, und dabei 
kann lim (9 A,/99), durchaus von Null verschieden sein. 
Dann aber hat man 
ö ö 
lim (55), ono - lim (58)... 
also von Null verschieden, so daß auch die Wärmeausdehnung 
im absoluten Nullpunkt der Temperatur nicht Null zu sein 
braucht, was sie anscheinend — ich darf auf meine Abhand- 
lungen über die Zustandsgleichung der festen Körper ver- 
weisen — bei vielen Stoffen in der Tat auch nicht ist. Ich 
brauche wohl nicht hervorzuheben, daß der obige Ansatz 
für A nur ein Beispiel sein soll. 

Ferner ergibt sich, daß in Nernsts eigner Fassung seines 
Theorems dieses unter allen Umständen streng richtig sein 
kann. Früher hatte sich gezeigt, daß bei Plancks Fassung 
dieses Theorem nur näherungsweise Giltigkeit haben würde, 
falls die Wärmeausdehnung in der Tat im absoluten Null- 
punkt der Temperatur nicht Null sein sollte. Demnach dürfte 
ideell Nernsts eigne Fassung seines Theorems vor der Planck- 
schen vorzuziehen sein. 


(Eingegangen 16. Juni 1917.) 
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7. Über die 
Töne von Pfeifen mit Querschnittsänderungen; 
von P. Cermak. 


Nach den bisherigen Erfahrungen und Theorien ist die 
Tonhöhe einer gedeckten Pfeife von kreisférmigem oder qua- 
dratischem Querschnitt in weiten Grenzen unabhängig von der 
Röhrenweite. Und doch zeigt ein ganz einfacher Versuch, daß 
da eine Einschränkung zu machen ist: das gelte nur so lange, 
als der Querschnitt der Pfeife keine plötzliche Veränderung 
erfährt. Zwar gilt auch für die gedeckten Kegelpfeifen mit 
recht guter Annäherung die Beziehung N = c/(42), doch er- . 
folgt bei ihnen die Querschnittsänderung im Verlaufe des Rohres 
nicht plötzlich, sondern gleichmäßig und stetig. Nimmt man 
aber etwa einen Lampenzylinder, wie er für Petroleumrund- 
brenner üblich ist, zur Hand und erregt von seinen beiden 
Enden aus den Ton der gedeckten Pfeife, so wird auch ein 
nicht sehr geschultes Ohr merken, daß dieser Zylinder zwei 
ganz verschiedene Töne 
gibt, je nachdem ob man || | | 
das weite oder das enge 
Ende abdeckt. 

Von dieser Erfahrung 
ausgehend untersuchte ich 
den Einfluß solch plötz- 
licher Querschnittsände- 
rungen auf die Tonhöhe 
von Pfeifen und stellte mir 


aus Messingröhren von 
kreisförmigem und quadra- : 
tischem Querschnitt Pfei- Fig. 1. 


fen verschiedenster Form 
her (angedeutet durch die verschiedenen Typen der Fig. 1), 
wobei die Gesamtlinge, die Linge und Weite der einzelnen 
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Teile, die Zahl, Form und Aufeinanderfolge der Querschnitts- 
änderungen abgewechselt wurden. Wesentlich bei der Her- 
stellung solcher Pfeifen ist, daß die ineinander gefügten Teile 
genau abgeschlifien und sorgfältig verlötet sind, denn die im 
weiteren dargestellten Gesetzmäßigkeiten behalten ihre Gültig- 
keit nur solange, als es sich um plötzliche Querschnittsände- 
rungen handelt. 

Beschränkt man sich zunächst auf Röhren, die eine ein- 
zige Querschnittsänderung aufweisen, bei denen aber Gesamt- 
länge, Länge und Weite der einzelnen Teile verschieden ge- 
wählt sein können, so ist ihnen allen als gedeckten Pfeifen 
gemeinsam, daß man mit ihnen zwei verschiedene Grundtöne 
erzeugen kann. Bezeichnen wir fortan den aus der Formel 
e/4L sich ergebenden Ton mit N, (d.i. also den vom Querschnitt 


unabhängigen Ton eines einfachen Rohres der Länge JZ), so er- ' 


hält man bei der gleichlangen gedeckten Pfeife mit Querschnitts- 
änderung gegenüber N, eine Tonerhöhung, wenn sie vom weiten 
zum engen, eine Tonerniedrigung, wenn sie vom engen zum 
weiten Ende hin angeblasen wird. Die beiden Töne seien im 
weiteren mit N, und N, bezeichnet. Bezeichnen wir noch mit 
Z, und J, die Länge des engen und des weiten Teiles, mit 
D, D, die Durchmesser, bzw. die Seitenlängen der quadrati- 
schen Querschnitte, so zeigen schon einfache Hörproben, daß 
die Töne N, und N, sich mit der Gesamtlänge Z und mit den 
Verhältniszahlen D,/D, und Z,/Z, ändern. Die Differenz 
NM,— N, kann (wie die später angeführten Tabellen zeigen 
werden) unter Umständen recht groß werden und das Intervall 
einer Oktave beträchtlich überschreiten. Bleiben Gesamtlänge 
und Längenverhältnis konstant, so wächst diese Differenz mit 
der Größe der Querschnittsänderung, sie ist ihr aber nicht 
einfach proportional. Bleiben Gesamtlänge und Querschnitts- 
änderung konstant und wird nur das Verhältnis der Teillängen 
geändert, so zeigt sich das Intervall am größten für Z,/Z, = 1, 
d.h. wenn beide Teile gleiche Länge haben, und wird um so 
kleiner, je mehr der Ort der Querschnittsänderung an eines 
der Pfeifenenden heranrückt. Doch sind dabei die Differenzen 
N,—N, und N,— N, durchaus nicht immer gleich groß. 
Schließlich läßt sich mit einfachen Hörversuchen schon recht 
exakt feststellen, daß bei gleich bleibendem D,/D, und L,/L,, 
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das Intervall der beiden Töne, also N,/N, unabhängig von der 
Gesamtlänge Z der Pfeife ist. Das kann nur sein, wenn beide 
Töne einzeln der Länge proportional sind. Man ist daher zu 
der Annahme berechtigt, daß sowohl N, wie N, proportional 
N, sind. 

Erst allmählich gelang es mir, in die Verwirrtheit dieser 
Erscheinungen einige Ordnung zu bringen und eine Reihe von 
Gesetzmäßigkeiten, die im weiteren dargestellt werden sollen, 
ausfindig zu machen und schließlich konnte ich auch eine 
empirische Formel aufstellen, die alle diese Ergebnisse und 
noch weitere unten angeführte umfaßt und recht genau dar- 
zustellen vermag. 

Die Tonhöhen bestimmte ich durchwegs mit dem Mono- 
chord. Da nun die Tonhöhe einer gedeckten Pfeife durchaus 
verschieden gefunden wird, je nachdem mit welcher Stärke 
man das Rohr anbläst, und da weiter solch zusammengesetzte 
Pfeifen um so schwerer und undeutlicher auf Anblasen an- _ 
sprechen, je größer die Differenz ihrer Querschnitte ist, so 
wurde, um immer gleichmäßige Tonerregung zu erhalten, der 
Ton der gedeckten Pfeife dadurch erzeugt, daß das Rohr mit 
dem einen oder anderen Ende kräftig auf den tlachsten Teil 
der Mittelhand aufgeschlagen wurde. Man kann sich leicht 
überzeugen, daß man auf solche Weise immer den gleichen 
Ton erhält, der von Anblase- und Zischgeräuschen frei bleibt; 
man muß nur dafür sorgen, daß der ganze Querschnitt bei 
dem Schlage gleichzeitig bedeckt wird. Sind diese Anschlag- 
töne auch nicht so laut wie die Blastöne, so lassen sie sich 
doch mit viel größerer Genauigkeit bestimmen. Vgl. die in 
den folgenden Tabellen angegeben Werte für die Tonhöhen. 
Neubestimmungen der Tonhöhen, die manchmal im Laufe der 
Untersuchungen nötig waren, ergaben gelegentlich kleine Ab- 
weichungen von den früher gefundenen Werten, die nur durch 
Temperatureinflüsse erklärt werden konnten. Um von diesen 
Schwankungen frei zu werden, wurden, als die Untersuchungen 
zu einem gewissen Abschluß gekommen waren, alle Pfeifen 
nochmals durchgemessen bei der gleichen Temperatur, und nur 
diese Werte finden sich in den Tabellen. Die Längen und 
Weiten der Pfeifenteile wurden mit einer guten Schubleere, die 
auch Tiefen zu messen gestattete, an den fertigen Pfeifen ge- 

4* 


- 

n 
e 

tt 

8- 

21 

m 
m 
it 
it 
i 

aB 

en 

nz 
en 

all 
ge 
nit = 
‚ht 

1, 

zen 

oB. 

cht 

Be... 


52 P. Cermak. 


messen. Zur Berechnung der Größe N, braucht man die 
Schallgeschwindigkeit. Da es immer einigermaßen unsicher 
ist, welche Werte dafür einzusetzen sind, wegen der Ände- 
rungen, die Temperatur und Röhrenweite bedingen, wurde an 
einigen engen und weiten Röhren der hier verwendeten Länge 
die Tonhöhe mit dem Monochord möglichst genau bestimmt 
und dann aus N=c/4ZL der Wert von c bestimmt und für 
die übrigen Pfeifen benutzt. Es ergab sich für die unten be- 
rechneten N, die Schallgeschwindigkeit zu 32589 cm als ein 
Mittelwert, der bei allen den hier verwendeten Röhrenweiten 
von 0,6—2,5 em brauchbar blieb. Auf solche Weise konnte 
ich bei den gedeckten Pfeifen auch die ohnehin recht kleine 
Wertheimsche Längenkorrektur vermeiden. 

Tonhöhe bei verschieden großer Querschnittsänderung. Die 
Vorversuche hatten gezeigt, daB die Erniedrigung bzw. Er- 
höhung (gegen N, gemessen) unter sonst gleichen Bedingungen 
dann am größten ausfällt, wenn das Verhältnis Z,/Z, = 1 wird. 
Genauere, weiter unten angeführte Versuche werden zeigen, 
daß das nur angenähert gilt; zunächst aber kann man diesen 
Befund als richtig annehmen und nun einmal verschiedene 
Pfeifen, bei denen dieses Verhältnis gleich eins ist, die aber 
verschieden große Querschnittsänderungen aufweisen, mitein- 
ander vergleichen. Da einerseits nicht alle diese Pfeifen die 
gleiche Länge aufwiesen, andererseits aber nach den Vorver- 
suchen sowohl N, wie N, proportional N, sind, so konnten die 
für sie gefundenen Tonhöhenwerte alle auf die gleiche Normal- 
länge von 12 cm umgerechnet werden. Diese so erhaltenen 
Werte wurden nun graphisch mit dem Verhältnis D,/D, in 
Zusammenhang gebracht. Die günstigste, am leichtesten 
durch eine Gleichung darstellbare Beziehung ergab sich, wenn 
man in ein Koordinatensystem auftrug als Ordinaten die 
auf 12cm Länge umgerechneten Schwingungszahlen, als Ab- 
szissen die Größe (1 — D,/D,). In Fig. 2 ist das ausgeführt 
für die Erniedrigungstöne N,. Dabei beziehen sich die 
Kreuzchen auf Pfeifen mit quadratischem, die Punkte auf 
solche mit kreisférmigem Querschnitt. Man sieht den Punkten 
schon an, daß sie ungefähr auf einer Parabel höherer Ord- 
nung liegen. 

Legt man nun in dem erhaltenen Bilde den Koordinaten- 
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ursprung in den Punkt (1 — D/D,=0; N, = 679), so stellt 
die ausgezogene Kurve folgende Gleichung dar: 


01 02 03 04 05 06 0,7 08 09 1.0 


Fig. 2. (1 3) 


o 


Daraus wiirde folgen: 


N,=™, {t- (1-1) 


oder wenn man setzt 


so wird 
(1) ¥, (1-9). 


Auf ganz entsprechendem Wege erhält man für die Er- 
höhungstöne ein hier nicht abgedrucktes Bild, das dargestellt 
wird durch die Gleichung: 
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(2) (+0). 


In der nun folgenden Tab. 1 sind eine Reihe von solchen 
Pfeifen, für die Z,/Z, nahezu gleich eins ist, zusammengestellt 
und man kann vergleichen, wieweit die Übereinstimmung der 
beobachteten Werte für N, und N, mit den aus den Formeln (1) 
und (2) berechneten geht. Die neben den Pfeifennummern ein- 
getragenen Buchstaben k und g deuten an, daß der Querschnitt 
kreisférmig oder quadratisch sei. (Mehr Einzelheiten über die 
einzelnen Pfeifen als in dieser Tabelle finden sich in der Tab. 2, 
wo sie, mit der endgültigen Formel berechnet, alle noch ein- 
mal wiederkehren!) Alle Maße sind in dieser und den folgen- 
den Tabellen in cm ausgedrückt. 


oder 


Tabelle 1. 

Nr. | N | Ni(beob. (beob,) DID. | | No(ber.) | | N, (ber.) 

5k | 128 475 953 0,5574 0,3373 | 479 967 
10k | 728,5] 582 913 | 0,680 | 0,2656 | 532 916 
11k | 722 577 859 | 0,718 !0,1849 | 588 856 
12k | 725,5) 624 836 | 0,7735 | 0,1881 | 626 826 
18k | 721 532 | 889 | 0,6845 | 0,2618 | 582 909 
14k | 722 311 1088 | 0,3562 | 0,5559 | 321 1128 
16k | 722 282 1185 | 0,3196 | 0,5986 | 290 1145 
21k | 1009 656 1305 | 0,5574 | 0,3373 | 668 1848 
23k | 508 334 676 | 0,5574 | 0,3873 | 336,5 679 
24q | 699 616 768 | 0,798 | 0,1185 |- 616 782 
25q | 692 580 821 | 0,747 | 0,1601 | 582 802 
26q | 714 496 926 | 0,596 |0.2987 | 501 927 
28k | 724 428 1012 | 0,4866 | 0,4111 | 426 1022 
37q | 677 558 791 | 0,730 |0,1745 | 559 195 
46q | 677 627 737 | 0,857 |0,0748| 626 128 
49q | 678 610 750 | 0,825 |0,0979| 612 144 
51q | 679 544 816 | 0,707 | 0,1946 546 809 
57k | 679 242 1061 | 0,2803 | 0,6450, 242 1117 
58k | 4015| 342 | 466 | 0,758 [0,1508 | 341 | 462 


Die in der Tabelle angeführten N, sind nicht wie die in 
Fig. 2 eingezeichneten auf die Normallänge von 12 cm umge- 
rechnet worden, sondern gehören zu den aus der Tab. 2 ab- 
lesbaren Werten der Gesamtlänge der betreffenden Pfeifen. 
Man sieht, daß die Übereinstimmung der berechneten mit den 
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beobachteten Werten von N, und N, eine über Erwarten gute 
ist und dabei sind in die Tabelle eingetragen sowohl Pfeifen, 
die ‘bei ungefähr gleichem N, verschiedenes D,/D,, aufweisen, 
als auch solche, bei denen bei ungefähr gleichem D,/D, die 
Länge beträchtliche Abweichungen aufweist (z. B. Nr. 5, 21, 
23, 58). Es stellen also die Formeln (1) und (2), die zunächst 
doch sicherlich nur Annäherungswerte ergeben, die beobach- 
teten Werte gut dar, wenn bei solch einer gedeckten Pfeife 
die beiden verschieden weiten Teile gleich lang sind, wenn die 
Querschnittsänderung in der Mitte der Pfeifenlänge erfolgt. 
Tonhöhe bei verschiedener Lage der Querschnitisänderung. 
Alle die in der Tab. 1 angeführten Pfeifen haben den Ort 
der Querschnittsänderung gemeinsam, es ist bei ihnen der enge 
Rohrteil ungefähr ebenso lang wie der weite. Nur wenn diese 
Bedingung erfüllt ist, genügen die Formeln (1) und (2) zur 
Wiedergabe der Tonhöhen. Um nun zu untersuchen, wie sich 
die Tonhöhen ändern mit der Länge der Einzelteile, aus denen 
die Pfeife zusammengesetzt ist, muß man Pfeifen miteinander 
vergleichen, die bei gleicher Gesamtlänge und gleichem Weiten- 
verhältnis sich nur durch die Länge der Einzelteile unter- 
scheiden. Solche zusammengehörigen Reihen sind die Pfeifen 1 
bis 8, 32 bis 44, 27 bis 31, 45 bis 47 und 48 bis 50 (vgl. 
Tab. 2). Wir wollen zunächst nur zwei von ihnen betrachten: 
1 bis 8 mit kreisférmigem Querschnitt und einem D,/D, = 
0,568 und 32 bis 44 mit quadratischem Querschnitt und 
DD, = 0,13. Trägt man die experimentell ermittelten Ton- 
höhen in ein Koordinatensystem ein, wobei man die Ton- 
höhen als Ordinaten und die jeweilige Länge des engen Teiles 
der Pfeife als Abszisse wählt, so erhält man die hier wieder- 
gegebenen Figg. 3 und 4.') (Die Maßstäbe der Ordinaten sind 
in den beiden Figuren verschieden groß gewählt entsprechend 
dem Umstande, daß bei der Pfeifenreihe mit dem kleineren 
Weitenverhältnis die Tonänderungen ja größer ausfallen mußten.) 
In beiden Bildern ist die Tonhöhe, die der Röhre ohne Quer- 
schnittsänderung zukommt, durch eine Parallele zur Abszissen- 


1) In den Figuren sind nicht die Werte der Tabelle 2 einge- 
zeichnet, sondern sie sind alle auf eine Normallänge von 12 cm umge- 
rechnet, um die Gesetzmäßigkeit klar hervortreten zu lassen. 
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achse besonders hervorgehoben. Man sieht, daß die Kreuz- 
chen, die die experimentell gefundenen Tonhöhen darstellen, 
ungefähr symmetrisch zu dieser Parallelen liegen, und daß als 


900 


850r + 


800F 


750r 


Fig. 3. Pfeifen 1—8. 


Fig. 4. Pfeifen 32—44. 


eine zweite (auch nur ungefihr wirkende) Symmetrieachse des 
Bildes eine Parallele zur Ordinatenachse gelten kann, die am 
Orte der halben Gesamtlänge der Pfeife gezogen werden müßte. 
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Damit über die Bedeutung der Figuren kein Mißverständnis 
entstehe, sei nochmals hervorgehoben: Die Punkte oberhalb 
der ausgezogenen Horizontalen stellen N,, die unterhalb N, 
dar; man erhält einen eingezeichneten Ton N, bzw. N, dann, 
wenn man eine Pfeife von der durch die Länge der ausge- 
zogenen Horizontalen dargestellten Gesamtlänge, deren Länge 
des engen Teiles an der Abszissenachse ablesbar ist, entweder 
vom weiten zum engen oder vom engen zum weiten Teile hin 
anbläst. 


Je näher also die Querschnittsänderung einem der Enden 
der Pfeife liegt, desto geringer sind die Änderungen der Ton- 
höhe gegenüber einer gleich langen Pfeife ohne Querschnitts- 
änderung. Um nun unsere Formeln diesem Befunde anzupassen, 
müssen wir sie so erweitern, daß sie folgende Bedingungen er- 
füllen: N, und N, müssen gleich N, werden, wenn die Quer- 
schnittsänderung an den Pfeifenenden liegt, ihr Betrag muß 
ein Maximum bzw. Minimum erreichen, wenn die Querschnitts- 
änderung in der Mitte liegt. Da bieten sich mehrere Wege, 
von denen sich der nachfolgend dargestellte bewährt hat. Man 
versieht den Klammerausdruck unserer Gleichungen (1) und (2) 
mit einem Exponenten, der so beschaffen ist, daß er gegen die 
Pfeifenenden nach Null konvergiert, für die Pfeifenmitte aber 
ein Maximum hat. Als solcher Exponent bewährt sich zunächst 
am besten der Ausdruck 

Le | 
(L/2)? 


' Es würden also die Gleichungen (1) und (2) sich umwandeln in 
N, und N,= N, (1 — of, 


wenn obiger Ausdruck mit dem Buchstaben A abgekürzt dar- 
gestellt wird. Aber auch diese Erweiterung genügt noch nicht, 
denn sie würde ergeben, daß für jede Pfeife N — N, = V, — N, 
sei und das ist, wie sowohl die Figg. 3 und 4 als auch die 
Tab. 2 zeigen, durchaus nicht immer der Fall. Weiter zeigen 
die Figuren, daß sie nicht genau dort, wo Z, = L/2 ist, durch 
eine Vertikale in zwei symmetrische Teile zerlegt werden, son- 
dern die beiden Hälften etwas verschieden sind. Man kann 
sich leicht durch graphische Darstellung überzeugen, daß der 
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Typus der Änderung von N, mit Z, wiedergegeben werden kann 
durch eine Gleichung, bei der A ersetzt ist durch 
(L, + Ly 
(Lj2)* 
und ebenso wird der Verlauf von N, wiedergegeben, wenn A 
ersetzt wird durch 
2) 
(L/2)* 
Nun bleibt nur die Frage offen, welche Bedeutung und Größe 
dem x zukommt. Die Querschnittsinderung würde also auf 
eine Pfeife, die vom engen zum weiten Rohrteil angeblasen 
wird, so wirken, als ob der enge Teil eine Verlängerung er- 
führe, auf eine vom weiten zum engen Robrteil angeblasene, 
als ob der weite Teil eine Verkürzung erfiihre. Das nächst- 
liegende ist dann, daß man versucht, die Korrektion gleich 
der Differenz der Durchmesser zu setzen, also =D — D, 
Die Ausrechnung ergibt aber, daß das nicht stimmt, höchstens 
angenähert gilt, wenn diese Differenz recht klein ist. Auch 
D.-D, 
führt nicht zum Ziel. Dagegen hat es sich bei den von mir 
untersuchten Pfeifen bewährt, die Größe x gleich 0,15 cm zu 
setzen. Das ist natürlich wieder nur ein Annäherungswert, 
der vielleicht bei Pfeifen, die ganz andere Größenverhältnisse 
aufweisen als die meinen, versagen wird, aber hier tut er 
jedenfalls seine Dienste. 
Die Exponenten der Klammerausdrücke müssen also da- 
nach lauten: 


wo x = 0,15 ist, und aus den Gleichungen (1) und (2) werden 
(3) = Ny(l + 0% 
und 
(4) N, = No(l — ef - 


Während der Ausdruck X für L,= 1, gleich eins wird, 
wird in diesem Falle A, etwas größer, A, etwas kleiner als 1. 


j 
‘ 
r 
( 
1 

( 
= 
i 


Über die Töne von Pfeifen mit Querschnittsänderungen. 59 


Das stimmt mit der Erfahrung überein (vgl. Tab. 2), daß 
für jedes Querschnittsverbältnis die Differenz N, — N, etwas 
größer ausfällt als die Differenz N, — N,. In den Figg. 3 
und 4 sind die eingezeichneten Kurven nun genau nach den 
neuen Formeln (3) und (4) berechnet, und zwar bei Fig. 3 für 
N, = 679 und go = 0,3262; bei Fig. 4 für N, = 679 und 
o = 0,1745. Der Verlauf der Erniedrigungen und Erhöhungen 
wird durch die Kurven gut dargestellt*); wie gut die Gleichungen 
jetzt aber die Tonhöhen zu berechnen gestatten, sieht man viel 
besser aus der Tab. 2 als aus den Figuren. Denn bei der 
Berechnung der eingezeichneten Kurven ist ja N, und oe 
jedesmal für den ganzen Pfeifensatz als konstant angenommen, 
während die Tabelle zeigt, daß doch auch innerhalb dieser 
Sätze kleine Längen- und Weitenschwankungen vorkommen 
die die Größen N, und g kleinen Änderungen unterwerfen. 


Die nachfolgende Tab. 2 enthält nun für eine große Reihe 
von verschiedenartig zusammengesetzten Pfeifen in den auf- 
einanderfolgenden Reihen: zunächst die Ordnungsnummer der 
Röhre, dann die mit dem Monochord bestimmten Werte für 
N, und N,, also die Tonhöhen, die die Röhren als gedeckte 
Pfeifen liefern, wenn man sie einmal am weiten, das andere 
Mal am engen Ende abschließt. Dann folgt die Größe N,, die 
angibt, welche Tonhöhe einer gleich langen gedeckten Pfeife 
ohne Querschnittsänderung zukommt. Die nächsten fünf Reihen 
enthalten die Gesamtlänge, die Längen des engen und weiten 
Teiles und deren Durchmesser. Die letzten Reihen enthalten 
die berechneten Größen, zunächst g, dann die Werte für A, 
und 4,, zuletzt die nach den Gleichungen (3) und (4) errech- 
neten Tonhöhen. 

Hinter den Pfeifennummern in der ersten Reihe befinden sich 
wieder die Buchstaben & und g, die andeuten, ob kreisförmiger oder 
quadratischer Querschnitt vorliegt. Die Pfeifen 1—8 haben bei 
ungefähr gleicher Länge und gleichem Querschnittsverhältnis 
verschieden lange Teile; die Pfeifen 10—16 weisen verschiedene 
Querschnittsänderungen auf, die aber alle in der Mitte liegen; 


1) Die Abweichung der einen der Pfeifen (41) ist darauf zurückzu- 
führen, daß dabei wohl ein „Baufehler‘‘ vorliegt, etwa die Querschnitts- 
änderung nicht plötzlich genug erfolgt. 
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Tabelle 
Nr. | Ne(beob)| Na(beob)| | L | L | m | m 
1k 7121 11,30 11,30 
2k 687 133 723 | 11,27 0,14 11,13 0,79 
8k 607 772 720 11,31 1,18 10,18 0,79 
4k 514 886 721 11,80 3,21 8,09 0,79 
4,k 475 953 | 723 11,27 5,95 5,32 0,78 
5k 506 926 125 11,24 7,44 3,80 0,19 
TR 621 791 | 721 11,30 10,11 1,19 0,78 
8% 721 721 124 11,25 11,25 _ 0,79 
10k 532 913 | 723,5 11,26 5,58 5,68 0,91 
lik 577 859 | 722 11,28 5,49 5,79 0,56 
12k | 624 836 125,5 11,28 5,95 5,28 1,385 
18k | 582 8839 | 721 11,30 5,60 5,70 1,39 
14k | 3811 1088 | 722 11,28 5,67 5,61 0,78 
16k | 282 1135 722 | 11,28 | 5,68 5,60 | 0,56 
20k | 311 1012 71 | 11,19 3,95 7,24 | 08 
21k | 656 1305 1009 | 8,07 4,05 4,02 | 0,78 
22k | 444 891 677 | 12,04 6,025 6,015 | 0,78 
23k | 334 676 508 16,03 8,04 7,99 0,78 
24q 616 786 | 699 11,66 5,94 5,72 0,79 
25q 580 821 | 692 | 11,77 5,96 5,81 0,59 
264 496 926 | 714 | 11,41 5,98 5,48 0,59 
27k | 476 929 | 725 | 11,24 2,82 | 8,42 0,995 
28 k 428 | 1012 124 11,25 5,96 | 5,29 0,995 
29k 447 | 967 1235| 11,26 | 7,42 | 3,84 0,995 
30 k 480 | 894 719 11,34 | 847 | 2,87 0,995 
81k 587 | 842 721 11,30 | 946 | 1,84 0,995 
82q 676 | 676 677 1208 | — | 12,08 _ 
33 4 630 | 721 678 | 18,02 | 1,28 | 10,74 0,58 
34q 607 | 74 678 12,01 | 209 | 9,93 0,58 
85 q 580 | 768 679 | 11,99 | 3,18 | 8,88 0,58 
36 g 567 | 1781 679 12,0 4,065 7,935 0,58 
37q 558 | 791 677 12,08 5,03 7,00 | 0,58 
88 q 558 195 677 12,03 6,16 5,87 | 0,58 
39 q 565 795 677 12,08 | 7,055 4,975 0,58 
404 572 781 679 120 | 802 3,98 0,58 
41q 602 759 677 12,04 | 915 2,89 0,58 
42q 610 737 | 678 | 12,02 | 10075 | 1,945 | 0,58 
43q 633 17 | 678 12,01 10,76 1,24 | 0,58 
44q 676 676 | 679 | 12,0 12,0 _ 0,58 
45q 640 725 | 678 12,02 8,34 8,68 12 
46 q 627 787 | 677 | 12,08 6,31 5,72 | 1,2 
47q 649 721 677 | 12,08 9,50 258 | 1,2 
48q | 627 | 1729 678 | 12,02 8,15 8,87 | 0,99 
49q | 610 | 70 678 12,02 6,18 5,89 | 0,99 
50g | 628 | 725 | 677 | 12,04 9,21 2,88 | 0,99 
Sig | 544 | 816 | 677 12,08 6,095 5,935 | 0,99 
54k | 855 826 675 12,08 10,08 2,00 | 0,69 
55k | 448 816 | 677 12,03 10,00 2,08 | 0.69 
56k | 617 7138 | 678 12,02 10,07 195 | 0,69 
51k 242 1061 | 679 | 12,0 6,01 5,99 0,99 
58 k 342 466 401,5) 20,30 11,96 8,34 0,69 
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2. 

De iy | | | N,(ber.) | Nr. 
. 71 | 21 1 

1,39 0,3262 | 0,117 | 0,0484 | 78 2 
0,8262 | 0408 | 0,855 613 3 
Biss 0,8262 0851 | 0,798 515 882,6 4 
1,40 0,3373 | 1,028 0,969 474 958 5 
| 1,89 0,3262 | 0,913 0,860 506 924 6 
m Bh) 0,3333 0,382 08298 618 193 7 
_ _ _ 124 124 8 
145 0,2656 1,027 | 0,978 527 910 10 
0,78 0,1849 1,027 | 0,974 585 
1,79 0,1381 1,022 0,968 623 823 12 
Je AT) 0,2613 1,027 0,974 528 904 | 18 
9 Bais 0,5559 1,027 0,973 814 1110 14 
8 Mir | 0,5986 1,027 0,973 283 1140 16 
6 B24) | 0,5952 0,948 0,895 310 1100 20 
9 Biso | 0,3373 1,037 | 0,946 658,5 1328 21 
8 B iso | 08373 1,024 | 0,974 445 899 22 
8 Biso 0,8733 | 1,018 0,981 334 676 23 
8 Bos | 0,1185 1,025 | 0,973 615 780,5 24 
9 Bozo 0,1601 1,025 | 0,974 579 780 25 
9 099 0,2987 1,024 | 0,989 496,5 925 26 
9 82045 0,4111 | “0,792 | 0,788 476,5 | 985 27 
5 2045 | 04111 1,021 | 0,968 4215 | 10105 | 28 
95 0, 4111 0,917 | 0,864 445 974 29 
95 Bh 2045 0,4111 0,770 0,716 478 920 30 
95 2045 0,4111 0,554 0,5005 588 
95 0795 _ 677 =| 617 32 
— 0195 0,1745 0,425 0,375 626 720 33 
8 0195 0,1745 0,617 0 567 602 
58 0795 0,1745 0,811 0,760 581 167 85 
58 0,1745 0,929 0,879 568 36 
58 0795 | 0,1745 1,0025 0,958 559 789 87 
58 0795 | 0,1745 1,023 0,974 556 792 38 
58 0195 0,1745 0,991 0,941 560 788 39 
58 095 0,1745 0,908 0,854 571 779 40 
58 195 0,1745 0,1422 0,692 587 41 
58 0195 0,1745 0,550 0,542 610 740 42 
58 By 7195 0,1745 0,375 0,325 631 714 43 
58 Bhs | 0,0748 0,829 0,789 636 | 718 45 
2 Bis 0,0748 1,022 0,971 625 726 46 
= 14 0,0748 0,675 0,628 642 708 47 
2 fe 0,0979 0,8105 0,760 624 128 48 
99 Bis 0,0979 1,024 0,957 610 741 49 
9 Bis 0,0979 0,731 | 0,681 628,5 7215 | 50 
99 Bis 0,1946 1,024 0,974 542 | 805 51 
99 Be 0,6746 0,561 0,5115 359,5 | 879 54 
69 Bis | 0,5249 0,569 0,520 448 848 55 
.69 Big 0,1434 0,5515 0,5015 6225 | 725 56 
69 0,6450 1,025 0,975 285 1108 | 57 
99 | 0.1508 0,980 | 0,951 342 
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bei 20 liegt die besonders große Querschnittsinderung nicht 
in der Mitte. Dann kommen drei Pfeifen 21—23, die die 
Proportionalität mit der Gesamtlänge zeigen. Alle bisherigen 
waren von kreisförmigem Querschnitt. Kreisförmig ist dann 
noch der Satz 27—31, der ähnliches zeigt wie 1—8, nur dab 
bei ihm eine recht große Querschnittsänderung vorliegt, und 
die Pfeifen 54—58, von denen 57 wieder eine besonders große 
Querschnittsänderung zeigt (das Intervall N, — N, beträgt bei 
ihr schon mehr als zwei Oktaven!), während 58 sich vor allen 
anderen durch besondere Länge auszeichnet. Die Pfeifen 24 
bis 26 und 32—51 zeigen die gleichen Variationen bei qua- 
dratischem Querschnitt. 

Im allgemeinen ist die Übereinstimmung zwischen den 
beobachteten und den errechneten Tonhöhen eine sehr gute. 
Aber auch die wenigen Abweichungen dürfen nicht allzu ge- 
wichtig eingeschätzt werden. Die möglichen Fehler sind auch 
für ein geübtes Ohr bei den Monochordablesungen ziemlich 
groß und nur durch immer wiederholte Bestimmungen erhält 
man Mittelwerte, die solch gute Übereinstimmung ergeben. 
(Wenn man die Pfeifen nicht in der beschriebenen Weise an- 
schlägt, sondern anbläst, weichen die Einzelwerte noch viel 
mehr voneinander ab.) Eine andere Fehlerquelle, die nach 
Möglichkeit vermieden wurde, aber gelegentlich doch noch in 
Betracht kommen kann, stellt sich ein, wenn die Verlötung 
der Einzelteile nicht sehr sorgfältig geschieht und im Innern 
der Röhre übergeflossenes Lot die plötzliche Querschnitts- 
änderung zu einer allmählichen macht. Es ist also wichtig, 
daß die aneinander gefügten Teile ganz plötzlich von einem 
zum anderen Querschnitt übergehen, denn nur solche Ände- 
rungen werden durch die Formeln dargestellt. Immerhin sind 
einige der Abweichungen doch noch größer, als daß sie durch 
diese Fehlerquellen erklärt werden könnten; so z. B. weichen 
die errechneten Erhöhungstöne bei ganz großen Querschnitts- 
änderungen, die nicht in der Pfeifenmitte liegen, allzusehr von 
der beobachteten ab. Bei Pfeife 20 berechnet man 1100 statt 
1012, bei Pfeife 54 879 statt 826. Da reicht eben die Ge- 
nauigkeit der Formel noch nicht aus und der Fehler liegt 
jedenfalls daran, daß die Größe x im Ausdruck A, nicht gleich 
0,15 gesetzt werden darf bei diesen Pfeifen, sondern in einem 
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anderen, mir bis. jetzt verborgenen Zusammenhange mit den 
Dimensionen der Pfeifenteile stehen mag. 

Bevor ich aber die Behandlung der Ergebnisse an diesen 
einfachen gedeckten Pfeifen abschließe, möchte ich noch darauf 
hinweisen, daß in den Formeln, die also vollkommener aus- 
geschrieben so lauten: 


e dD, WATH 
N,= z.(1-|1 - De 


vermutlich das Verhältnis D,/D, besser noch ersetzt wird durch 
den Ausdruck YQ,/Q,, wenn mit Q die Querschnittsgrößen 
bezeichnet werden. Dann stellen die Formeln vielleicht auch 
Pfeifen dar, bei denen der eine Teil kreisférmigen, der andere 
dreieckigen oder irgendwie beschaffenen Querschnitt besitzt. 
Versuche mit derartigen Pfeifen habe ich bisher nicht ange- 
stellt. Weiter zeigt die Formel für N,, daß fir Q,=0 
N, = 2N, wird, wenn Z,=/7,. Das muß ja auch der Fall 
sein, denn dann hat man eben nur mehr eine halb so lange 
Pfeife. Dagegen scheint dem Vertiefungstone keine Grenze 
gesetzt zu sein. Doch ist diese Folgerung nicht ernst zu 
nehmen, denn für solch große Querschnittsänderungen gilt die 
Formel sicherlich nicht mehr. Also für ganz große Quer- 
schnittsänderungen versagen die Exponenten A, A, ihren Dienst, 
doch leistet die Näherungsformel immerhin genug, wie aus dem 
weiteren zu ersehen sein wird. 

Gedeckte Pfeifen mit mehrfachen Querschnittsänderungen. Um 
die Verhältnisse an solchen Pfeifen kennen zu lernen, wählte ich 
zunächst ein Rohr, wie es in Fig. 1d dargestellt ist, das nun 
nach Belieben unten oder oben geschlossen werden konnte: die 
Pfeife Nr. 52. Sie besteht also aus drei Teilstücken; ihre Ge- 
samtlänge J ist 11,95 cm, daher N, = 682, die Dimensionen 
ihrer Teile sind Z, = 4,01; D, = 0,99; L, = 3,96; D, = 1,2; 
L, = 3,98; D, = 1,4. Die beobachteten Tonhöhen sind N, = 
567; N, = 800. Hätten wir an Stelle dieser Pfeife zwei Pfeifen, 
jede mit nur einer Querschnittsänderung, so daß die erste be- 
stände aus J, mit D, und J, + LZ, mit D,, so erhielten wir 
für diese Pfeife die Töne N/’= 620 und WN,’ = 740. Bestände 
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die zweite aus J, + Z, mit D, und Z, mit D,, so erhielten 
wir WV,’ = 636 und N,”= 725. Nun ist aber (N, — N/) + 
(N, — N) = 108, dagegen (N, — N,)= 115 und entsprechend 
(W,’ + N,” — N.) = 95 gegen (N, — N,) = 118. 

Unter Berücksichtigung der auftretenden Fehlerquellen 
kann man behaupten: Die Erniedrigung bzw. Erhöhung der 
dreistufigen Pfeife 52 ist gerade so groß wie die Summe der 
Erniedrigungen bzw. Erhöhungen der gedachten zweistufigen 
Pfeifen. Das berechtigt, die bisherigen Formeln für mehr- 
stufige Pfeifen folgendermaßen zu erweitern: 


W, = 
= No(l + + + oe" ..., 


wobei 
i, =- - usw. 
und 
(L,) (Ly + Ly +...— 2%) (L, + L,) (L, x) 
i,’ = - USW. 


und die o,, 0, ... die Glieder sind, welche wie oben ange- 
führt, das Querschnittsverhältnis der einzelnen Stufen enthalten. 
Für die Pfeife 52 (wiederum, wie bisher, immer z = 0,15 ge- 
setzt) liefert die Formel die Werte 578 und 787 statt 567 und 
801, die beobachtet wurden. 

Wenn in der Formel unendlich viele Klammergrößen mit 
verschwindend kleinem o auftreten, dann haben wir den Fall 
der Kegelpfeife, für die wieder V, = NV, = N, ist. Wenn die 
aufeinanderfolgenden Querschnittsinderungen nicht im gleichen, 
sondern in entgegengesetztem Sinne vor sich gehen, dann be- 
kommen wir Pfeifen, wie sie in der Fig. 1 durch die Beispiele e 
und f dargestellt sind. Für die Berechnung müssen die For- 
meln dann so angesetzt werden, daß in dem die Querschnitts- 
änderung charakterisierenden Klammerausdruck für eine Er- 
weiterung das negative Vorzeichen und der Exponent 4,, für 
eine Einschnürung das positive Vorzeichen und der Exponent A, 
zu setzen ist. 

Als Beispiele will ich die Pfeifen 18 und 19 anführen. 
Pfeife 19 entspricht der Fig. le. Es ist also eine Pfeife, die 
oben und unten gleich weit ist, in der Mitte, aber exzentrisch 
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gelegen, einen weiteren Kasten trägt. Sie gab, je nachdem sie 
an dem einen oder dem anderen Ende abgedeckt wurde, die 
beiden verschiedenen Töne N, = 613 und N, = 652. Ihre 
Größenverhältnisse waren J = 11,43 (woraus N, = 713), LZ, = 
3,93, D, = 0,79, Z, = 2,16, D, = 1,39, 2, = 5,34, D, = 0,79. 
Die Erweiterung war gleich der darauf folgenden Einschnürung; 
daher genügen für die Berechnung der beiden Ansätze: 


(Ly + 2) (Ly + Ly) (Lg + — 2) L, 
(2/2)* 
N, = Ny (1 — @) -(1 + 0) ; 
(L, + 2) (LZ, + Ly) (ZL, + Ip — 2) 


N, (2/2)? -(1 + 9) 


0 hat den Wert 0,3262 und die Berechnung ergibt N, = 611; 
N, = 647. 

Die Pfeife 18 entsprach der Fig. 1f. Bei einer Gesamt- 
länge von 11,35 cm waren Z, = 3,73; L, = 2,51; LD, = 5,11; 
D, = D, = 1,39; D, = 0,79; N, = 718. Daraus berechnet man 
nach den entsprechend angesetzten Formeln bei o = 0,3262; 
N, = 611; N, = 660 und beobachtet wurden N, = 613; N, = 
666. Also auch hier gibt die Formel die tatsächlichen Ver- 
hältnisse mit guter Übereinstimmung wieder. Ohne daß ich 
noch weitere Beispiele solcher Kasten- und Einschnürungs- 
pfeifen anführe, mag über die bei ihnen ermittelten Tonhöhen 
folgendes hervorgehoben werden: 1. Sie geben auf alle Fälle, 
von welchem Ende her sie auch angeregt werden, eine Ton- 
erniedrigung gegenüber dem ihrer Länge entsprechenden N,. 
2. Trotzdem ihre beiden Enden gleiche Öffnung haben, geben 
sie zwei verschiedene Töne, die nur dann zusammenfallen, 
wenn die beiden Endteile gleich lang sind, d.h. Z, = L, wird. 
3. Wenn man zwei Pfeifen vergleicht, die bei gleichen Weiten- 
verhältnissen so beschaffen sind, daß die eine den Kasten 
gerade dort trägt, wo die andere die Einschnürung besitzt 
(ungefähr erfüllt ist das gerade bei den Pfeifen 18 und 19), 
so sind die vier ermittelten Töne paarweise gleich. Man kann 
also die gleichen Tonveränderungen gegenüber N, erreichen 
durch einen eingebauten Kasten wie durch eine gleich lange 
entsprechend bemessene und entsprechend gelegene Einschnü- 
rung; es ist aber nicht möglich, auf diesem Wege eine Ton- 
erhöhung gegenüber N, zu erreichen. 4. Durch die oben auf- 
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gestellte Formel ist der Vorgang nur darstellbar, solange die 
Z,, also der Abstand der beiden Querschnittsänderungen, nicht 
allzuklein werden; sonst fallen die Störungsgebiete ineinander 
und da versagt die Formel wieder. Die berechneten Tondiffe- 
renzen fallen dann zu groß aus. 

Offene Pfeifen mit Querschnittsänderungen. Ich habe nun 
an einer großen Reihe der schon in Tab. 2 mit ihren einzelnen 
Größenbeziehungen angegebenen Pfeifen auch die Töne be- 
stimmt, die sich als offene Pfeifen ergeben. Die Tonbestimmung 
ist dabei etwas schwieriger und dementsprechend auch etwas 
unzuverlässiger, weil die Röhren als offene Pfeifen noch schlechter 
ansprechen und weil ihre Tonhöhe nicht durch Anschlagen 
sondern nur durch Anblasen bestimmt werden kann und sich 
mit der Anblasestärke etwas verändert. Doch habe ich bei vor- 
sichtigem Anblasen die Schwierigkeit überwinden können. Die 
gefundenen Werte befinden sich in der mit N (beob.) über- 
schriebenen Reihe der Tab. 3. Bei der Berechnung der Ton- 
höhe, die das betreffende Rohr ohne Querschnittsänderung 
ergeben würde, N,, kommt vor allem in Betracht, daß N, 
nicht gleich e/2Z, sondern daß die Wertheimschen End- 
korrektionen in Rechnung gesetzt werden müssen, d. h. bei 
Kreisquerschnitt muß Z ersetzt werden durch (Z + 0,33 D), 
bei quadratischem Querschnitt durch (Z + 0,187.2-2). Und 
zwar ist bei Pfeifen mit verschieden weiten Enden der Mittel- 
wert eingesetzt worden. Wenn also für eine weite Pfeife zu 
setzen ist (J + s,) und für eine engere (4, + s,), so wurde bei 
der zusammengesetzten Pfeife als Länge eingesetzt 

+ 8% 
Daß die Korrektion sich mit der Tonhöhe ändert, ist nicht 
berücksichtigt worden. Auf diese Weise sind die in der Ta- 
belle verzeichneten N, gewonnen. Vergleicht man diese beiden 
Reihen der Tab. 3 miteinander, so zeigt sich auch hier wieder 
eine große Verschiedenheit der Töne, die die Röhren ergeben, 
je nach Größe und Lage der Querschnittsänderung. Je größer 
diese — bei Gleicherhaltung aller übrigen Bestimmungsstücke 
der Röhre —, desto größer ist die Abweichung vom Werte N,. 
Der Zusammenhang zwischen der Lage der Querschnittsände- 
rung und der gefundenen Tonhöhe ist aber bei den offenen 
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Pfeifen noch verwickelter als bei den gedeckten. Am besten 
ist diese Beziehung zu übersehen, wenn wir wieder an einem 
ganzen Pfeifensatz, bei dem Länge und Querschnittsgröße 
konstant sind und nur die Lage der Querschnittsänderung 
verschieden ist, die Verhältnisse betrachten. Zu dem Zweck 
ist in Fig. 5 für die Pfeifen 32—44 eingetragen als Ordinate 
die Tonhöhe, als Abszisse die Länge des engeren Pfeifenteiles, 
und zwar sind die beobachteten Werte durch Kreuzchen be- 
zeichnet. Verbindet man diese Punkte durch eine den Gang 
der Erscheinung ungefähr wiedergebende Kurve, wie das in der 
Figur geschehen ist, so kann man das Ergebnis so beschreiben: 
Rückt die Querschnittsänderung vom engen gegen das weite 
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Fig. 5. L. in cm 
Offene Pfeifen 32—44. 


Ende der Pfeife vor, so erhält man zunächst eine immer größer 
werdende Tonvertiefung, die ein Maximum ungefähr dort er- 
reicht, wo J, = L/4 ist. Dann wird die Vertiefung wieder ge- 
ringer und der normale Pfeifenton N, wird erreicht, wenn 
L,= 1/2 =, ist. Wird nun Z,> ZL/2, so tritt eine Ton- 
erhöhung ein, die ihr Maximum für J, = 3/4. erreicht und 
schießlich gegen das andere Ende hin wieder verschwindet. 
Man sieht also, die Vorgänge, die bei den gedeckten Pfeifen 
auftraten, je nachdem deren enges oder weites Ende abgedeckt 
wurde, die treten an einem einzelnen offenen Rohre mit eben- 
solcher Querschnittsänderung in ganz ähnlicher Weise auf, 
wenn die Querschnittsänderung die Länge der Röhre durch- 
läuft. Daher ist es bei der offenen Pfeife gleichgültig, an 
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welchem Ende sie angeblasen wird: Sie gibt nur einen Ton.?) 
In Tab. 3 sind nun diese Ergebnisse auch für andere Röhren 
teils mit kreisförmigem, teils mit quadratischem Querschnitt 
eingetragen; immer entsprechen die Werte der Fig. 5 in bezug 
auf die Lage des Pfeifenknickes. 


Tabelle 3, 
Nr. | N(beob.) | N, | Red. Länge i N (ber.) 
1k | 1881 1384 11,76 
2k 1334 1401 11,68 0,201 1352 
8k 1217 1397 11,67 0,725 1228 
4k 1187 1397 11,66 1,028 1164 
5k 1434 1401 11,63 0,2058 1447 
6k 1595 1404 11,6 0,841 1594 
Tk | 1530 1397 11,66 0,5815 1525 
8k 1409 1416 11,51 
20 k 1127 1390 11,72 0,861 1028 
27k 1114 1387 11,75 1,058 1091 
28k | 1484 1386 11,77 0,246 1451 
29k | 1608 1384 11,77 0,838 1617 
30k | 1638 1875 11,85 0,947 1641 
81k 1595 1380 11,81 0,807 1604 
329 1381 1323 12,33 
339 1242 1827 12,28 0,749 1239 
34q 1217 1828 12,27 0,976 1214 
35 q 1218 1830 12,25 1,053 1208 
36 q 1225 1829 12,26 0,906 1224 
879 1260 1826 12,29 0,564 1250 
38 9 1381 1326 12,29 0,091 1836 
39 4 1391 1826 12,29 0,555 1889 
40g | 1422 1329 12,26 0,859 1428 
41q 1445 1824 12,80 0,946 1433 
42q | 1488 1827 12,28 0,907 1481 
48g | 1401 1328 12,27 0,575 1392 
44 1340 1331 12,22 
54k | 1609 1288 12,64 0,8195 1684 
55k 1580 1810 12,44 0,8275 1589 
56k | 1412 | 1828 12,28 0,809 1406 


1) Eine gewöhnliche offene Pfeife kanu man sich entstanden denken 
durch Zusammensetzung zweier, halb so langer gedeckter Pfeifen, die mit 
den geschlossenen Enden zusammengefügt sind. Wenn nun bei offenen 
Pfeifen mit Querschnittsänderungen die Tonhöhe eine andere ist und auch 
sie nur einen Ton geben, so darf man schließen, daß auch sie entstanden 
sind durch solehe Zusammensetzung zweier gedeckter Pfeifen, die aber 
jetzt verschiedene Längen haben und doch den gleichen Ton ergeben, 
weil die eine von ihnen ohne die andere mit Querschnittsänderung 
auftritt. Daraus ergibt sich eine Beziehung, die die Tonhöhe einer 
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Ich habe versucht, die für die gedeckten Pfeifen gefundene 
Annäherungsformel so umzugestalten, daß sie auch die Ver- 
hältnisse an offenen Pfeifen darzustellen vermag, und verhältnis- 
mäßig gute Übereinstimmung erzielt durch den Ansatz: 


N=N{l + oF, 


(ZL, — L/2)(L, ¥ 2) D, \"s 
e= (1-45) 

Dabei bedeuten Z, und L, die Längen des längeren und 
kürzeren Teiles, wenn der längere Teil auch der weitere ist, 
dann gelten die oberen Vorzeichen, sonst die unteren. Für 
die Größe z, die die Korrektion wegen der Unsymmetrie der 
Kurve ergeben soll, ist wieder wie bei den gedeckten Pfeifen 
der Zahlenwert 0,15 gesetzt. Die in der Tab. 3 angegebene 
reduzierte Länge ist nur zur Berechnung von N, benutzt 
worden, die übrigen Längengrößen, die im Exponenten A auf- 
treten, sind ohne die Wertheimsche Endkorrektion gerechnet. 
Die Größe A und der berechnete Wert von N sind in die Ta- 
belle eingetragen. Die Übereinstimmung mit den beobachteten 
Werten ist im allgemeinen recht gut; am schlechtesten ist sie 
wieder bei Pfeife 20, bei ihr, die für ihre Länge schon sehr 
weit ist, versagt vielleicht die Gültigkeit der Gleichung schon, 
vielleicht ist aber auch die hier so einfach angenommene 
Wertheimsche Endkorrektion nicht mehr zulässig. 

Jedenfalls aber ist mit diesen Beobachtungen festgestellt, 
wie die Resonanztonhöhe eines beiderseits offenen Rohres, das 
eine Querschnittsänderung aufweist, sich ändert und wie die 
verschiedenartigsten Werte, die sie annehmen kann, durch die 
Lage und die Größe der Querschnittsänderung bestimmt sind. 


wo 


offenen Pfeife mit Querschnittsänderung durch Anwendung der oben ge- 
wonnenen Ausdrücke für die geschlossenen Pfeifen darzustellen gestattet. 
Die Berechnung wird freilich etwas kompliziert durch die in den Aus- 
drücken für A auftretenden Korrektionsglieder. Deshalb und weil ich sie 
durch Versuche zunächst nicht belegen kann, möchte ich die Durch- 
rechnung hier nicht ausführen; ich hoffe aber mit der von W. Stein- 
hausen (Dissertation, Gießen 1914) ausgearbeiteten Methode feststellen 
zu können, wie sich die Lage dieser Knotenebene mit der Querschnitts- 
änderung verschiebt und ob sie außer der Verschiebung auch eine De- 
formation erfährt. 
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Frühere ähnliche Untersuchungen und Beobachtungen. Es 
ist nun durchaus nicht das erste Mal, daB das Problem der 
Pfeifen mit Querschnittsinderungen hier angeschnitten wird. 
Oft schon mag die Erfahrung gemacht worden sein, daB ein 
Lampenzylinder oder ein ähnlich gestaltetes Rohr verschiedene 
Töne ergibt, je nachdem, ob man es am einen oder anderen 
Ende anbläst. Doch sind meines Wissens noch nie allgemein 
die Bedingungen aufgesucht worden, von denen solche Töne 
abhängen. Oft sind auch schon Teile des Problems und ver- 
wandte Erscheinungen untersucht worden. Denn es gehören 
hierher z. B. die Rohrflöten, Pfeifenregister, die schon seit 
der Mitte des 16. Jahrhunderts von den Orgelbauern hergestellt 
wurden und die gedeckte Pfeifen darstellen, welche in ihrem 
Deckel ein kleines offenes Röhrchen enthalten. Gerade dieses 
Problem ist des öfteren angeschnitten worden, so z. B. schon 
von Lambert’) im Jahre 1775 und dann besonders ausführ- 
lich von Gerhardt), der drei verschiedene beim Orgelbau 
übliche Pfeifen mit allen möglichen Ansatzröhrchen versah 
und ausmaß. Die Beobachtungen Gerhardts lassen sich mit 
den von mir gefundenen gut in Einklang bringen, doch er- 
fahren sie dort, da Gerhardt eben von ganz anderen Ge- 
sichtspunkten ausging, eine andere Deutung. Ohne Gerhardts 
Ergebnisse hier genau durchrechnen zu wollen, will ich wenig- 
stens an einem Beispiel diesen Einklang zeigen. In seiner 
Tab. A2*) gibt er die Tonhöhen einer Pfeife von J = 28,5 
und D = 3,6, in deren Deckel er verschieden lange Röhrchen 
von gleichem Querschnitt (D = 1,8) eingefügt hat (und zwar 
so, daß sie nicht in die Pfeife hinein, sondern aus ihr heraus- 
ragen. Er erhält dann, wenn die Länge des Röhrchens ist: 


0 1,45 14,9 22,85 29,8, 
die Tonhöhen 
250 824 283 271 261 


und faßt das Ergebnis in den Satz: daß ein offenes Ansatz- 
röhrchen eine Tonerhöhung bewirke, die aber durch Verlänge- 
rung des Röhrchens bei konstantem Querschnitt vermindert 


1) Lambert, Nouveaux mémoires de l’academie royale. Berlin 1775. 
2) R. Gerhardt, Wied. Ann. 26. p. 281. 1886. 
8) Ebenda, p. 288, unten. 
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werde. Und auf Grund weiterer, hier nicht angeführter Ta- 
bellen, bei denen auch geschlossene Ansatzröhrchen behandelt 
werden, kommt er zum Schlusse, daß die Änderung der Ton- 
höhen weder mit der Änderung der Längen, noch mit der- 
jenigen der Querschnitte in einem einfachen Verhältnis stehe. 
— Nach meinen oben wiedergegebenen Erfahrungen ist aber 
das Problem ganz anders anzufassen. Durch das Einfügen 
des offenen Ansatzröhrchens wird die gedeckte Pfeife in eine 
offene verwandelt, die eine Querschnittsänderung erhält. Bei 
dieser ofienen Pfeife ist der weitere Teil der längere, also 
haben wir nach Fig. 5 zu erwarten, daß die Tonhöhe der 
gleichlangen offenen Pfeife ohne Querschnittsänderung eine 
Erniedrigung erfahre, und das findet Gerhardt auch. Denn 
für eine offene Pfeife der Länge (28,5 + 7,45) ergäbe sich mit 
seinem Werte für die Schallgeschwindigkeit berechnet ein N, 
von ungefähr 390 Schwingungen. Man sieht, ohne die Rech- 
nung weiter auszuführen, er findet einen niedrigeren Wert, sein 
Befund stimmt mit den oben dargestellten Gesetzmäßigkeiten 
überein. Und weiter: wenn wir die letzte der angeführten 
Tonhöhe betrachten, so ist sie die einer offenen Pfeife, deren 
beide Teile etwa gleich lang sind, und da diese Pfeife zufällig 
die doppelte Länge hat wie seine gedeckte Pfeife ohne Ansatz- 
röhrchen, so müssen diese beiden Tonhöhen einander etwa 
gleich sein: 250, 261. 

Hierher gehören auch alle Versuche über das teilweise 
Zudecken von Pfeifen. Um das zu zeigen, entnehme ich einige 
Zahlen einer Versuchsreihe von Melde). Eine zylindrische 
Pappröhre von 23,6 cm Länge mit einer inneren Weite von 
3,2 cm wurde oben und unten mit dünnen Bleiplatten (deren 
Dicke leider nicht angegeben ist) verschlossen, in deren Mitte 
kreisrunde Öffnungen gebohrt wurden. Folgende sind die 
Töne, die sie lieferte, wenn sie an einem Ende geschlossen 
oder ganz offen war: 

Weite der oberen Öffnung . 3,24 1,75 1,10 0,48 


«+ 170 162 146 100 
828 304 288 222 
1) F. Melde, Akustik. Leipzig, F. A. Brockhaus 1888. p. 247. 
Analoge Versuchsreihen finden sich auch bei G. Wertheim, Ann. chim. 
phys. (8) 31. 885ff. 1851. 
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Da die Bleiplatten dünn waren, können wir einfach an- 
nehmen, daß die erste Tonreihe gedeckte Pfeifen gleicher 
Länge darstellt, die ein ganz kurzes Ansatzrohr verschiedener 
Weite tragen, und wir sehen wieder, daß mit immer größer 
werdender Querschnittsdifferenz der beiden Rohrteile auch die 
Größe der Tonvertiefung zunimmt. Ebenso haben wir in der 
zweiten Zeile offene Pfeifen mit kurzen Ansatzröhrchen, bei 
denen der weitere Teil der Röhre der längere ist; also haben 
wir (wieder nach Fig. 5) gegenüber N, eine Erniedrigung zu 
erwarten, die um so größer wird, je größer die Querschnitts- 
differenz. Das ist vollkommen erfüllt. 

Wie weit sich das Problem der Flaschentöne und Reso- 
natoren mit Hälsen mit den hier gefundenen Gesetzmäßig- 
keiten und Formeln darstellen läßt, kann ich leider, ohne 
eigene Versuche zu machen, auf Grund der in der Literatur 
vorliegenden Angaben nicht ermitteln; denn die Versuchsreihen 
von SondhauB?) und die von Rayleigh® kann ich nicht nach- 
rechnen, da bei ihnen, wie bisher immer üblich, nicht alle 
Dimensionen der Einzelteile, sondern nur die Volumina an- 
gegeben sind. Jedenfalls aber werden sich auch solche Fragen 
lösen lassen, falls die Querschnittsänderungen nicht allzu- 
groß sind. 

Erwähnt seien auch noch einige Versuche von Neyre- 
neuf*), der an Röhren von Trichterform Tonerhöhungen und 
Vertiefungen nachweisen konnte. Für konische Röhren ist die 
Tonhöhe die gleiche wie für zylindrische. Das gilt aber nicht 
mehr für Röhren, die aus einem zylindrischen und einem 
konischen zusammengesetzt sind. Der plötzliche Ansatz des 
kegelförmigen Robhrteiles wirkt dann wohl wie bei meinen Ver- 
suchen die Querschnittsinderung. Neyreneuf bestimmte die 
Resonanzlängen seiner Röhren mit Stimmgabeln bekannter 
Schwingungszahlen und fand u. a. auch bei gedeckten Trichter- 
röhren Tonerhöhungen und Vertiefungen, je nachdem, welches 
der beiden Trichterenden geschlossen war. — 


1) G. SondhauB, Pogg. Ann. 81. p. 235. 1850; Pogg. Ann. 140. 


p. 58. 217. 1870. 
2) Lord Rayleigh, Phil. Mag. 40. p. 211. 1870. 
3) V. Neyreneuf, Ann. chim. et phys. (7) 16. p. 562. 1899. 
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Die theoretische Behandlung des Problems ist schon von 
Lambert versucht worden, am ausführlichsten aber wohl in 
der schon erwähnten Abhandlung Gerhardts über die Rohr- 
flöte durchgeführt worden.') Gerhardt macht bei seinen Ab- 
leitungen die Annahmen, daß ebene Wellenbewegung vorhanden 
sei, daß die Dichtigkeitsänderungen am Orte der Querschnitts- 
änderung in beiden Rohrteilen einander gleich sind und daß 
an diesem Orte in jedem Zeitelement die gleiche Luftmenge 
hindurchgehe, er fordert also Kontinuität des Druckes und deı 
Verschiebungen. Mit Hilfe der sich ergebenden Grenzbedin- 
gungen für die Rohrenden leitet er aus den Gleichungen für 
die Geschwindigkeitspotentiale in den beiden Rohrteilen für 
die Tonhöhen der Pfeifen eine Formel ab, die lautet 


N-N(1+ 8), 


und zwar würde das + als Zeichen für die offene, das — als 
Zeichen für die gedeckte Pfeife gelten. Die danach gerechneten 
N-Werte stimmen mit den gefundenen sehr gut überein, doch 
kommt der Formel kaum ein praktisches Interesse zu, weil 
die Werte für @ nur für jeden Einzelfall durch graphische 
Lösung einer transzendenten Gleichung gewonnen werden 
können, in die die Querschnitts- und Längenverhältnisse der 
Pfeife dann eingehen. Wie die bei Gerhardt angeführten 
Tabellen zeigen, ist übrigens die Übereinstimmung mit dem 
Versuche bei dieser Formel gerade für jene Querschnittsdiffe- 
renzen am ungünstigsten, bei denen meine empirische Formel 
besonders gut stimmt und umgekehrt. Von den Voraussetzungen 
Gerhardts dürfte die, daß die Wellenbewegung immer eine 
ebene sei, in der Nähe der Querschnittsänderung nicht er- 
füllt sein. — 


Es sei auch noch erwähnt, daß die naheliegende Ver- 
mutung, man könne die Vorgänge mit Hilfe der Theorie von 
den gekoppelten Schwingungen darstellen, zu keinen brauch- 
baren Ergebnissen führt. 


1) l. ce. p. 287ff.; von ganz anderen Versuchen ausgehend, hat 
Stefan das Problem in fast gleicher Weise schon früher behandelt (Ber. 
d. K. Wiener Akademie. Abt. II. 55. p. 597. 1867). 
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Verallgemeinerung des Problems und sein Nachweis an anderen 
Schwingungserscheinungen. Zunächst sei erwähnt, daß es mir 
nicht geglückt ist, die Obertöne dieser Röhren exakt zu be- 
stimmen, dazu sprechen die Pfeifen zu schlecht an; immerhin 
habe ich feststellen können, daß die vorhandenen Obertöne 
keine harmonischen waren. Daß die gleichen und ähnliche 
Erscheinungen auch bei ganz anderen Schwingungsvorgängen 
zutage treten, habe ich — zunächst nur qualitativ — in meh- 
reren Fällen gefunden. Stellt man sich z. B. einen Messingstab 
durch Zusammenlöten verschieden langer und verschieden dicker 
Teile her und klemmt ihn an einem Ende fest ein, so kann 
man mit Hilfe der Staubfiguren im Kundtschen Rohre und 
leichter noch mit dem Gehör feststellen, daß er zwei ver- 
schiedene Töne gibt, je nachdem, ob man ihn am dünnen oder 
dicken Ende zu Longitudinal chwingungen erregt. Erst später 
fand ich in der Literatur, daß gerade dieses Problem von 
Stefan!) bereits untersucht worden ist. Er erregte an beiden 
Enden eingeklemmte Holzstäbe von rechteckigem Querschnitt 
zu Longitudinalschwingungen und verkleinerte dann den Quer- 
schnitt eines immer größeren Teiles seines Stabes. Mit der 
Verkleinerung des Querschnittes schritt er in Abstufungen von 
!/s zu !/,, der ganzen Länge vor. Ich gebe eine der von 
ihm ausgeführten Versuchsreihen wieder. Die Zahlen der ersten 
Zeile bezeichnen, auf wieviele Sechzehntel sich die Verkleine- 
rung des Querschnitts erstreckt, die der zweiten Reihe sind 
die zugehörenden Monochordlängen in cm: 


90 86 84 82 81 82 85 87 91 95 97 99 100 100 98 96 90 


Der beiderseitig eingeklemmte Stab entspricht der offenen Pfeife 
und man sieht aus den Zahlen sofort, daß sie genau das Bild 
der Fig. 5 ergeben. 

Weiter habe ich, um wenigstens qualitativ einen Einblick 
in die Verhältnisse der Oberschwingungen zu bekommen, den 
Meldeschen Fadenversuch mit einem in Richtung der erregen- 
den Stimmgabelzinke ausgespannten, dicken Wollfaden ausge- 
führt, den ich bis zur Mitte aufdröseln konnte, so daß er aus 
zwei verschieden dicken ungefähr gleich langen Stücken bestand. 


1) J. Stefan, Abh. d. K. Wiener Akad. Abt. II. 55. p. 597. 1867. 
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Die ganze Länge war 200 cm. Wenn der Faden in 2 Teilen 
schwang, so waren die beiden Teile 91 und 109 cm lang; bei 
3 Teilen 60, 60, 80; bei 4 Teilen 36, 44, 56, 74; bei 5 Teilen 
32, 35, 35, 50, 50; bei 6 Teilen 27, 29, 29, 31, 40, 51. Sieht 
man von einigen Unregelmäßigkeiten ab, so kann man sagen, 
die Knotenabstände vergrößern sich kontinuierlich; und zwar 
geschieht die Zunahme vom dicken nach dem dünnen Ende hin. 

Schließlich habe ich am Drudeschen Wellenapparat die 
beiden parallelen Drähte durch solche ersetzt, bei denen der 
Drahtabstand eine plötzliche Vergrößerung erfuhr, und der 
Abstand der beiden, der Querschnittsänderung zunächst liegen- 
den Minima sank sofort von 37 auf ca. 20 cm.!) 

Also scheinen auch bei diesen elektromagnetischen Wellen 
an Drähten die analogen Störungen aufzutreten. (Das kann 
unter Umständen von großer Wichtigkeit sein und dort, wo 
man Abstimmungsversuche mit Posaunenauszügen macht, zu 
ganz falschen Messungsergebnissen führen.) 


Zusammenfassung. Die Tonhöhen von gedeckten und offenen 
Pfeifen mit einer oder mehreren Querschnittsänderungen werden 
bestimmt; die Gesetzmäßigkeiten, nach denen sich diese Ton- 
höhen ändern, je nach Größe und Lage der Querschnittsände- 
rungen, werden so gut wie möglich festgestellt; aus den Ver- 
suchen wird eine empirische Formel hergeleitet, die die Er- 
scheinungen mit genügender Genauigkeit wiedergibt; Analogien 
aus anderen Schwingungsgebieten werden besprochen. 


Gießen, Physik. Inst. d. Univ., im Juni 1917. 


1) Vgl. dazu J. Wallot, Ann. d. Phys. 30. p. 495. 1909, der dar- 
über aussagt: Abstandsänderungen haben den Nachteil, daß bei ihnen 
der Widerspruch zwischen Theorie und Wirklichkeit besonders groß ist. 
Man wüßte nicht, auch bei noch so scharf und sauber umgebogenen 
Drähten, wie die dabei auftretende Drahtverlängerung in Rechnung zu 
setzen wäre. 


(Eingegangen 19. Juni 1917.) 
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8. Bemerkung über das Nernstsche Wärmetheorem; 
von Paul 8, Epstein. 


Von M. B. Weinstein!) wurde kürzlich der Versuch 
unternommen, die von Planck gegebene Fassung des Nernst- 
schen Wärmetheorems in der Weise abzuändern, daß die En- 
tropie eines kondensierten Körpers im absoluten Nullpunkt der 
Temperatur keine absolute Konstante, sondern vom Druck ab- 
hängig sein soll. Es scheint uns indessen, daß bei einer rein 
thermodynamischen Betrachtung dieser Frage die von Wein- 
stein gemachte Annahme mit dem zweiten Hauptsatz unver- 
träglich ist. 

In der Tat können wir diesen Hauptsatz mit C. Cara- 
théodory so fassen: In der Nähe eines jeden Zustandes des 
betrachteten Systems gibt es beliebig viele Nachbarzustände, die 
durch unendlich langsame adiabatische Prozesse nicht beliebig 
approzimiert werden können. Dabei ist unter einem „adiaba- 
tischen Prozeß“ ein solcher zu verstehen, der ohne Zuführung 
von Wärme (Q) erfolgt, so daß er bei unendlich langsamem 
Verlauf analytisch durch die Gleichung 
(1) dQ=0 
ausgedriickt wird. Der Zustand des betrachteten Systems sei 
durch f Koordinaten z,, z,..., definiert, dann drückt sich 
das Wärmeelement wie folgt aus 


(2) dQ = 
wobei X,, X,... X, Funktionen der Zustandsparameter z,, 
bedeuten. 

Es läßt sich nun zeigen?), daß die im zweiten Hauptsatz 


ausgesprochene Forderung nur dann erfüllt sein kann, wenn 
der Pfaffsche Ausdruck (2) der Integrabilitätsbedingung ge- 


1) Max B. Weinstein, Ann. d. Physik 52. p. 218. 1917. 
2) C. Carathéodory, Math. Ann. 67. p. 355. 1909. 


nil 
be: 
8) 
un 
(4) 
d. 
Au 
Fo 
kei 
als 
die 
lic 
vo 
tre 
de 
sei 
ste 
sigs ei 
| de 
Fl 
so 
ste 
N 
du 
W 
lu 
D: 
al 
li 
zu 
zu 


Bemerkung über das Nernstsche Wärmetheorem. 77 


nügt, d. h. wenn er einen integrierenden Faktor 1/7'(z,, x, ...z,) 
besitzt der ihn zum exakten Differential dS(z,, 2, ...2,) macht 


(8) dQ=Tas, 


T und $ haben die Bedeutung von Temperatur und Entropie, 
und Gleichung (1) ist offenbar befriedigt, wenn 


(4) S = const., 


d. h. jeder Prozeß konstanter Entropie ist ein adiabatischer Prozeß. 
Aus dem zweiten Hauptsatz fließt indessen noch eine weitere 
Forderung: die Gleichung (1) darf außer der Lösungsschar (4) 
keine weiteren Lösungen besitzen, denn diese Lösungen würden, 
als Flächen im Zustandsraume der z,, z,... 2, betrachtet, 
die Flächen (4) schneiden oder einhüllen, und es würde mög- 
lich sein, mittels unendlich langsamer adiabatischer Prozesse 
von einer Entropiefläche auf eine andere von kleinerer En- 
tropiekonstante zu gelangen. Daraus folgt, daß jede Lösung 
der Adiabatengleichung (1) in der Schar $ = const. enthalten 
sein muß: Hin unendlich langsamer adiabatischer Prozeß ist 
stets ein Prozeß konstanter Entropie. 
Nun sehen wir aus dem Ausdruck (3), daß auch 


2, 


eine Lösung der Adiabatengleichung (1) darstellt, und nach 
dem eben gesagten muß die durch diese Gleichung dargestellte 
Fläche eine Fläche konstanter Entropie sein. Die Zustände ab- 
soluten Nullpunktes der Temperatur sind zugleich Zustände kon- 
stanter Entropie. 

Es könnte scheinen, daß in dieser Behauptung bereits das 
Nernstsche Wärmetheorem enthalten ist; das ist indessen 
durchaus nicht der Fall. In der Tat verlangt das Nernstsche 
Wärmetheorem, daß die Entropieänderung bei allen im abso- 
luten Nullpunkt verlaufenden Prozessen verschwinde (dS = 0). 
Diese Forderung können wir aus dem zweiten Hauptsatz nicht 
ableiten, denn, falls den Zuständen 7 = 0 die Entropiekonstante 
$,= —oo entspricht, so sind Entropieänderungen von end- 
lichem Betrag möglich, ohne daß 8, aufhört eine Konstante 
zu sein. Dieser Fall tritt u. a. dann ein, wenn 7=0 zwar 
zur Schar $ = const. gehört, aber eine Asymptote aller dieser 
Flächen darstellt, und liegt z. B. bei den idealen Gasen vor. 
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Das Nernstsche Wärmetheorem ist demnach eine neue, von 
den beiden Hauptsätzen unabhängige Aussage. Spezieller als 
die Nernstsche Fassung desselben und praktisch mit der 
Planckschen identisch wäre die folgende Formulierung: Bei 
festen und flüssigen Stoffen ist die Entropie im absoluten Null. 
punkt um einen endlichen Betrag kleiner als bei Laboratoriums- 
temperaturen. 

Kurz zusammengefaßt ist der Sinn unserer Ausführungen 
der folgende. Nach der Annahme von Weinstein würde die 
Fläche 7= 0 unendlich viele Flächen $ = const. schneiden. 
Es wäre daher prinzipiell möglich, auf einer dieser Flächen 
auf adiabatischem Wege in den absoluten Nullpunkt zu ge- 
langen, dann bei konstanter Temperatur 7= 0, gleichfalls 
adiabatisch, zu einer kleineren Entropie zu kommen und auf 
diese Weise den zweiten Hauptsatz (etwa als Prinzip von der 
Unmöglichkeit eines perpetuum mobile zweiter Art) zu durch. 
brechen. Gibt man dagegen unsere Argumentation zu, so ist 
es nicht möglich, mittels eines adiabatischen Prozesses den 
absoluten Nullpunkt zu erreichen. Mehr als das: es ist über- 
haupt nicht möglich, ihn zu erreichen. Denn das. einzige 
Mittel über welches wir verfügen, um ihm näher zu kommen, 
ist schematisiert das folgende: zuerst ein System, soweit expe- 
rimentell möglich, adiabatisch abzukühlen (etwa bis zur Tem- 
peratur 7‘), mit Hilfe dieses Systems ein zweites von verhältnis- 
mäßig geringer Kapazität auf die Temperatur 7, zu bringen, 

. welches man wiederum adiabatisch auf die Temperatur 7‘, (<7,) 
abkühlt usw. Es ist also ein Approximationsverfahren, mittels 
dessen man nur dem Nullpunkt nahe kommen, nicht aber ihn 
erreichen kann. 


München, Juni 1917. 


(Eingegangen 20. Juni 1917.) 
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9. Über ein stabiles Kristallgitter; 
von R. Schachenmeier., 


Die Gravitationstheorien von Abraham!), Mie?), Ein- 
stein?) führen notwendig dahin, die Existenz von Gravitations- 
wellen zu postulieren. Die beiden letztgenannten Forscher 
machen es wahrscheinlich, daß dieselben niemals wahrnehmbar 
sein werden. Doch dürfte es nicht überflüssig sein zu unter- 
suchen, welcherlei Wirkungen ihnen gegebenenfalls zukommen 
könnten, falls sie wirklich in der erforderlichen Stärke auftreten. 
Diesem Zweck sollen im folgenden einige Überlegungen an 
Kristallgittern dienen. 

Während die Gitterstruktur der Kristalle durch die 
Laueschen Diagramme als experimentell sichergestellt gelten 
kann, ist die Frage nach der Stabilität eines solchen Kristall- 
gitters noch völlig ungeklärt. Mit Hilfe der Gravitations- 
wellen wird ein stabiles Kristallgitter angegeben. An dem- 
selben läßt sich ungezwungen das elastische Verhalten der 
betreffenden Kristalle (namentlich auch gegen Schiebung) 
sowie die Eigenschaft der thermischen Ausdehnung nach- 
weisen, was wohl als eine, wenn auch nur mittelbare, Be- 
stätigung der Theorie an der Erfahrung angesehen werden darf. 


$ 1. Aufbau eines stabilen Kristallgitters. 


Ein Gravitationsfeld ist nach Einstein bestimmt durch 
das darin gültige Linienelement 
(1) => 9,,42,42,, 
¥ 
also auch durch die „Gravitationspotentiale“ g,,, wobei 
24 die Koordinaten der vierdimensionalen Raum- 


1) M. Abraham, Physik. Zeitschr. 18. p. 1. 1912. 

2) G. Mie, Grundlage einer Theorie der Materie. Ann. d. Phys. 
87. p. 511. 1912; 89. p. 1. 1912; 40. p. 1. 1913. 

3) A. Einstein, Näherungsweise Integration der Feldgleichungen 
der Gravitation. Berliner Berichte XXXII. p. 688. 1916. 
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Zeit-Mannigfaltigkeit sind. In den fir unsere Wahrnehmung 
in Betracht kommenden Gebieten können nach Einstein die 
9.» nahezu als Konstante betrachtet und gesetzt werden: 


wobei 

1 (u = ») 


und die y,, klein von erster Ordnung sind. 
Wählt man das Koordinatensystem so, daß 


(4) 9=|9..\=—1, 


so geniigen die y,, bei Abwesenheit von Materie den Glei- 
chungen!) 


Yva 
Dieselben gestatten als Lösungen ebene, in den Koordinaten- 
riehtungen fortschreitende Wellen, z.B. 
6) = Gog » + 3), 
WO Qs, eine willkürliche Konstante und f eine willkürliche 


Funktion ist. Wir betrachten im folgenden lediglich perio- 
dische Wellen, also 


(7) Ya Gog COS tim), 
(8) = Gg, COS ¥ (Ly + 4%), 
(9) = COS tim). 


Bei Anwesenheit von Materie, deren Energietensor T,,, sei, 
lauten die Feldgleichungen?) 


Py = 
> 32,50. + 237 


Schwingungen des Tensors T,, können hiernach Gravitations- 
wellen erzeugen*), und umgekehrt können Gravitationswellen 


(10) 


1) A. Einstein, 1. c. p. 688; die Lichtgeschwindigkeit ist gleich 1 


2) A. Einstein, l.c. p. 689. Gleich. (2). Die Konstante x ist gleich 
1,87 + 10-27, 
3) Vgl. das folgende, Formel (16), 
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die auf ein schwingungsfähiges Gebilde mit gleicher Frequenz 
treffen, den Tensor T,, zu Schwingungen anregen. Seien 
die freien Schwingungen eines materiellen Teilchens durch 
die Komponente T,, beschrieben und t,, der Energietensor 
der auffallenden Gravitationswellen. Dann berechnet sich 
T,, vermittels des Impulsenergiesatzes aus 


(12) =(. 


Wir nehmen an, daß durch Resonanz die ganze einfallende 
Gravitationsenergie in die materielle Energie des durch Tas 
definierten Schwingungsvorganges verwandelt wird. Alsdann 
ist der Energietensor ¢,, des Gravitationsfeldes am Ort des 
Teilchens verschwindend klein gegen T,, 


Nach Einstein!) ist 


Fällt also irgendeine Gravitationswelle, z. B. ya, auf, so 
muß am Ort des Teilchens 


ö a 6 


sein, woraus folgt, daß 
(15) =0 (G=-12334. 


Infolge der Wellennatur der Funktion y,; ist das nur 
möglich, wenn yg, im Innern des materiellen Teilchens ver- 
schwindet. Dasselbe läßt sich für ys, und y,, beweisen, eben- 
so wenn mehrere Gravitationswellen zugleich auftreten. Die 
Schwingungen von T,, bewirken aber nach den bei Anwesen- 
heit von Materie gültigen Feldgleichungen (10) selbst wieder 
Ausstrahlung von Gravitationswellen ?) 


Ta Yo %o t — 


1) l. c. p. 691. Gleichung (11). 
2) A. Einstein, l. c. p. 689, 
Annalen der Physik. IV. Folge. 58. 6 
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wobei z, y, 2, t die reellen Koordinaten z,, 2%, 23, 1/1. x4 be- 
zeichnen und zwar mit Index 0 diejenigen des Integrations- 
elementes, ohne Index 0 diejenigen des Aufpunktes. 


r= — + (y — Yo)? + (2 — %)?- 
dV, ist ein Volumelement des materiellen Teilchens. 

Wenn also eine Gravitationswelle auf ein materielles 
Teichen fällt, so wird die eingestrahlte Energie wieder aus- 
gestrahlt derart, daß am Ort des Teilchens die „Gravitations- 
potentiale“ y,, dauernd gleich Null sind. Ist eine Ebene mit 
Masseteilehen ‘geniigend dicht besetzt, so wird sie sich einer 
einfallenden Welle gegeniiber so verhalten, als ob die Gravi- 
tationspotentiale Yu, auf ihr verschwinden. 

Fällt eine Gravitationswelle, 2. B. ye, senkrecht auf eine 


solche materielle Ebene, so wird sie senkrecht reflektiert und . 


es bildet sich eine stehende Welle aus von der Form 
(17) = 2dog COS COS V1 
(wenn die materielle Ebene in einem der Punkte 
7 = + r + 3 
senkrecht auf der z,-Achse steht), Da die Welle die Be- 


wegungsgröße 


(18) = | 9? sin?» v(x, —iz 
i 4x 28 1 A) 


mit sich führt, welche auf der Ebene vernichtet und in ent- 
gegengesetzter Richtung der reflektierten Welle mitgeteilt 
wird, so erfährt die Ebene pro Flächeneinheit einen Druck: 


(19) p=2E, 
wo E die mittlere Energiedichte der einfallenden Strahlung 
2aly 
(20) — Swen = vz, dz, = 
0 


ist. Befinden sich auf der Flächeneinheit N? Partikel, so er- 
fährt das einzelne die Kraft 


(21) 


Der Vorgang am einzelnen Teilchen kann also angenähert 
auch so aufgefaßt werden, als reflektiere es die auffallende 
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Strahlung vom Querschnitt 1/N*. Ist der Raum zu beiden 
Seiten einer materiellen Ebene A von stehenden, zu ihr 
parallelen, Wellen durchsetzt, so erleiden die Teilchen von 
beiden Seiten entgegengesetzt gleiche Drucke. Die stehende 
Strahlung sei in einen parallelepipedischen Raum mit reflek- 
tierenden Wänden eingeschlossen, von denen zwei zu A par- 
allel sind. Wird alsdann A senkrecht zu sich selbst relativ 
zum Parallelepiped um eine kleine Strecke verschoben, so 
wachsen auf der einen Seite Strahlungsdichte und -Druck pro- 
portional der Verschiebung, während sie auf der anderen Seite 
im selben Verhältnis abnehmen: Die materiellen Teilchen 
der Ebene sind durch quasielastische Kräfte an eine Gleich- 
gewichtslage gebunden. 

Die Knotenebenen der stehenden Welle (17) sind also 
stabile Gleichgewichtslagen für materielle Teilchen. Verlaufen 
in den beiden anderen Koordinatenrichtungen ebenfalls stehende 
Wellen, die sich aus (8) und (9) ergeben, zu 


(22) = 2dg, COS COS V1 Ly, 
(28) Yız = COS 25 COS vi, 


so sind stabile Gleichgewichtslagen die Auge der 
drei Scharen von Knotenflächen: 


(24) =A (+ + » (n,n’, 0, + 1, + 2, + 3,...) 
+ 


also die Ecken eines kubischen Raumgitters, dessen Gitter- 
konstante = 4/2, wo 


Qn 
(25) a= 
ist. 


$ 2. Die elastischen Eigenschaften des Kristallgitters. 


Da bei dem in $1 konstruierten Kristallgitter jedes Atom 
durch eine quasielastische Kraft an seine Gleiehgewichtslage 
gebunden ist, so reagiert auch das Gitter als ganzes gegen 
lineare Dilatationen nach dem Hookeschen Gesetz. Es bleibt 
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nun noch zu beweisen, daß dasselbe auch gegen scherende 
Deformationen elastisch reagiert. 


Wir denken uns zu dem Zweck das Gitter einer infinitesio- 
nalen Schiebung parallel der z,-Achse unterworfen, so daß 
ein Punkt (z,, 25, 23) übergeht in (x, + € 2, 2, 23). Dasselbe 
wird erreicht, wenn man das Gitter nicht deformiert, sondern 
in einen anderen Raum versetzt, dessen Koordinaten z,’ 
mit den ursprünglichen, z,, zusammenhängen gemäß 


Die Metrik in diesem Raum II muß durch den Tensor 
Ju» (2) gegeben sein, der aus dem im Raum I gültigen Funda- 
mentaltensor 
m=-1, go=——1, 
(28) Jog = Veg = 2 deg COS 9 COS 
Js1 = Yaı = 2 COS ¥ To COS V4 Ty, 
912 = Vig = 2 ayy COS 9 COS V4 Ty, 
un vermöge (27). Setzt man in die so entstandenen 
‘(a’) statt der x,’ die Koordinaten x, des ursprünglichen 
un I ein, so bestimmt dieser Tensor das Gravitationsfeld 
im deformierten Gitter: 
Gu (2) = —1, —1, —1 
— COS COS iy = — 1 — (2), 
— 2 € COS ¥ Ly COS Ly = Yoq (2), 
(2) = + COS 2, COS V4 = zy’ (2), 
| Giz’ (2) = COS 2, COS V1 = (2). 
Zu dem im Raum II durch g,,’(z’) definierten Funda- 


mentaltensor gehört ein Energietensor t,,(z’), der sich aus 
(29) und der ga 1) 


berechnet. ir ist alsdann der zum Gravitationsfeld (29) 
gehörige Energietensor im deformierten Gitter. Insbesondere 


1) Vgl. $1, Formel (13), 


(29) | 
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sind (2), ty (x), (2) die Komponenten des Energiestromes 
parallel den Kanten des deformierten Gitters. Die Kom- 
ponenten t,, des Energiestromes im rechtwinkligen Koordinaten- 
system werden mittels der Umkehrung von (27) 

gefunden zu 
(32) tay (7) = tay (©), = (2), (2) = (2) + Ela (2); 
ferner 0 
tay (2) = tay (2). 
Ausrechnen ergibt: 


wobei 
x . . . 
(4) > ty’ = ag? sin » COS Sin COS 
. . 
(35) > = — er? agg? (2 cos? »2,—1) sin viz, Cos viz,, 
(36) — = Ev? Gay Sin ¥ X, COS SIN COS Ly; 
. . . 
(37) tye = v? ays Sin COS Ly SiN ¥ 4 COS 


(88) = + tes”, 
wobei 
(39) = agg? sin » 23 COS » Sin COS vi, 
x 


(40) tas” =— Er? ayo? COS SIN SIN Piz, COS 


ty 


wobei 
(42) 
+ sin? x, cos® » 4 2%), 
(48) + cos? » sin? » 
(44) 
+ » ag sin® viz,), 
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86 R. Schachenmeier. 
ty’= — € sin COS v (Sin? vi, 
(46) — cos? yi 
Man verifiziert leicht, daß 
at 
(47) +7. 7° 
tgs’ Ot, 
6) 


Die den ungestérten Wellen entsprechenden Strahlungen 
tas’, ty’, tag’ genügen also für sich allein einzeln dem Impuls- 
energiesatz. 


Ferner ist (falls aj. = ag) 


wonach der Impulsenergiesatz in jedem Volumelement die 
Umsetzung der beiden Strahlungsarten t,,”, ts" ineinander 
regelt. Schließlich ist auch 


ty” 6 t,’ 
(51) 
also wegen (47) 
tes’ + bay” t, 


Der Strahl t,,’+ 1,” bewirkt nun die gesuchte elastische 
Reaktion des Gitters gegen die Schiebung, wie genauere Unter- 
suchung lehrt: 


Irgend ein materielles Teilchen des deformierten Gitters 
hat die Koordinate z;: 


(53) (n = 0, + 1, +2...) 
und es ist 


(54) sin» (n= + cos en, 


also ist am Orte eines Teilchens : 


(55) 1? (ey + = dp,” sin viz, * COS viz,[—1 "Elg—Elg 


bei 
da 
wi 
au 
ist 
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Man kann daher die stehende Strahlung t,,’+ t,"’ zu 
beiden Seiten des betrachteten Teilchens so entstanden denken, 
daß je eine fortschreitende Strahlung an demselben reflektiert 
wird. Hierbei bewirkt sie einen Strahlungsdruck, der sich 
aus der im Mittel auffallenden Energie berechnet. Letztere 
ist (pro Flächeneinheit): 

a+a/2y 
v 
(56) (2) fide + fürn =a+0), 
a 
-in/2» 


67) + (=) fa +t,)dz, (fir z,=a—0). 
0 a 


Mit Hilfe von (42) und (46) ergibt sich hieraus: 
a+alv 
(58) 4x £ = — (4 cos* vx, + evz, SiN yz, COS vz,) dz, 
(59) = sinva-cosva+ zen); 
a+n/2v 
(60) 4x E,= — 2 — v2, sinyz,: cos v2) dr, 


Wäre nur eine Ebene x, = const, mit Masseteilchen be- 
setzt, so würden sich hieraus die Strahlungsdrucke auf ein 
Teilchen nach (19) und (21) berechnen zu 


(62) A ’ 
(63) 


Da nun N soleher materieller Ebenen hintereinander ge- 
reiht sind und jeweils die Differenz der Drucke p,, ps in Be- 
tracht kommt, so wirkt auf ein Teilchen die resultierende 
Kraft: 

Ae 
(64) 


In der Flächeneinheit der Ebene z, = konst. befinden 
sich N® Partikel. Insgesamt wirkt daher auf die Flächeneinheit 
die Kraft 


(65) P= = 
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Denkt man sich also aus dem Gitter eine parallel- 
epipedische Platte geschnitten, die Grundfläche fest- 
gehalten und die gegenüberliegende Fläche z, = const. in 
sich verschoben, so wirkt dem in dieser Ebene pro Flächen- 
einheit eine Kraft entgegen, die proportional ist der Schiebung 
und dem Abstand der beiden Ebenen, in Übereinstimmung 
mit den Gesetzen der Torsionselastizität. Die Größe F der 
Formel (65) ist identisch mit dem Torsionsmodul, der sich 
hiernach aus Wellenlänge A und „Amplitude‘‘ des Gravitations- 
feldes berechnet.!) 

(66) F= 

Das : elastische. Verhalten des Gitters gegen Schiebung 

folgt notwendig aus den Gleichungen der Gravitationswellen, 


aber auch nur aus diesen. Diese Eigenschaft würde sich nicht » 


etwa für ein System von drei Scharen elektromagnetischer 
Wellenzüge ableiten lassen. Daß die somit aufgefundene be- 
sondere Eigentümlichkeit der Gravitationswellen gerade einer 
tatsächlich beobachteten Eigenschaft der Materie entspricht, 
ist immerhin auffällig. 
$ 8. Beziehungen zu experimentell bekannten physikalischen 
Konstanten. 
Wie § 1 und $ 2 lehren, ist für die elastischen Konstanten 
maßgebend die im Kristall enthaltene Gravitationsenergie. 
Die in der 2,-Richtung fortschreitende Welle 


(67) = COS v (2, — 24) 
führt nach $ 1 (20) die mittlere Energiedichte 
(68) E= tydz, = 


mit sich, Also enthält ein aus dem Kristall geschnittener 
Würfel, dessen Konstantenlänge / ist, von dieser Welle (67) 
die Energie 


(69) Ei, 
Die zurücklaufende Welle 
(70) = Gog COS (a, + 


1) Eine empirische Bestätigung dieser Formel an experimentell be- 
kannten Konstanten findet sich in $3, p. 91. 
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liefert denselben Betrag. Somit enthält der TE 
von der z,-Richtung herrührend, die Energie 

(71) E, =2£1*. 

Die im Kristall enthaltene (zur 2,-Richtung gehörige) Energie 
hat mithin die Dichte 

(72) H= = 2B. 


Werden die drei Kanten des Wiirfels um dasselbe Stück dl 
geändert, so vermögen die in Richtung 2, und z, fallenden 
die Energiedichte der in der 2,-Richtung fortschreitenden 
Wellen nicht zu beeinflussen, sondern lediglich die in Rich- 
tung x, fallende Kante; und zwar ist: 


(73) 


Der von der Welle (70) bei ihrer Reflexion ausgeübte 
Druck ist nach $1 (19) 


(74) p=2E. 


Folglich ist für die Änderung der Kanten um dl in der z,- 
Richtung die Kraft nötig: 


(75) dp =2db Hal. 


Um an einem Würfel die 8 Dimensionen um dasselbe 
Stück dl zu ändern, sind nach der Elastizitätstheorie in den 
drei Kantenrichtungen die (einander gleichen) Drucke nötig: 

FG dl 
(76) dp= T’. 
worin G den Elastizitätsmodul und F den ‘Torsionsmodul be- 
zeichnen. 

Aus (76) und (75) folgt daher 


(77) 

Eine zweite Uberlegung driickt diese Energie H in 
chemischen Konstanten aus, da nach den neueren Experi- 
menten, insbesondere den Laue-Diagrammen, im Molekül 
einer Substanz keine anderen Kräfte wirken als im Raum- 
gitter. Wendet man diese Anschauung auf das Steinsalz an, 
so wird das Molekül NaCl im kristallisierten Zustand zu- 
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sammengehalten durch die in einer der drei Koordinaten- 
richtungen strémende Gravitationsenergie. In den Aggregat- 
zuständen, wo das Molekül isoliert besteht (Schmelze), hätte 
das Gravitationsfeld nur eine andere Gestalt angenommen, 
etwa derart, daß die beiden Atome Na und Cl umeinander 
wie gravitierende Massen rotieren. Die Gravitationsenergie H 
muß sich daher durch die Bildungswärme des Moleküls aus- 
drücken. 

Ist B die Bildungswärme in Grammkalorien pro Gramm- 
Mol, J das mechanische Wärmeäquivalent, M das Molekular- 
gewicht, d die Dichte der festen Substanz, so muß (da H auf 
die Volumeinheit bezogen und in mechanischem Maß ge- 
geben ist) 


(78) 
sein. (78) und (77) zusammen ergeben 
F d 


Fir Steinsalz ist: 
G = 4770 - 980,6 - 10° Dynen pro gem, 
also nach (77): 


4770 + 1294 + 980,6 - 10° .108 ~ 11. 1010 
(81) H= 9.4710 1904 = 1079-108 ~ 11-10'° Erg. 


(80) 


Ferner ist 
B = 97,7-10* g-Kalorien pro g-Mol., 
M = 58,5, 
(82) d =2,17, 
J = 4,19-10, 
also nach (78) 
(88) H = 1466-10® ~ 14-10% Erg. 


(83) und (81) lehren, daß die Beziehung (79) in der Größen- 
ordnung erfüllt ist. 

Für Sylvin gelten dieselben Überlegungen wie für Stein- 
salz. Die Konstanten sind: 
G = 8750 - 980,5 - 10, 
F= 655 - 980,5 - 10°, 


(84) 
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also nach (77) 
(85) — 3150 655 + 980,5 10° _ 


10. 
2+ 3720 — 3 + 655 


ferner 
B = 105,6 - 10°, 
(86) M= 746, 
d= 1,98, 
woraus nach (78) 
(87) H = 1148-108 ~ 11 - 102, 


Nach (87) und (85) erfüllt also Sylvin ebenfalls die Glei- 
chung (79) in der Größenordnung. 

Prüfung an experimentellen Zahlenmaterial ermöglicht 
auch die Formel (66) $2 für den Torsionsmodul. Nach (88) 
und (72), (68) folgt as? für Steinsalz aus thermochemischen 
Messungen zu 


(88) 
(89) = 14-10%. 
Es ist 
(90) x = 1,87 - 10-” : 
und fir Steinsalz 
(91) = 8,5 : 10-8, 
also 
(92) = 14 10-33 ~ 8- 10733, 


Der Torsionsmodul F berechnet sich nach $ 2 (66) mit 
Hilfe von (89) zu 


(98) F=8- 14-10% ~11 - 10". (e. g. 8.) 
Der experimentelle Wert des Torsionsmoduls ist 
(94) F ~12- 107°, (e. g. 8.) 


weicht also von dem auf Grund ganz andersartiger Messungen 
berechneten (98) nur um eine Dezimale ab. 

Eine weitere Stiitze der Theorie diirfte schlieBlich die 
einfache Tatsache sein, daß die sogenannten Hochfrequenz- 
spektra der Elemente Linien enthalten, welche zur Gitter- 
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konstanten des betreffenden Kristalls in naher Beziehung 
stehen. Z. B. enthält das Spektrum des Kupfers die Linien!): 


(95) = 1,588: 10-8 em, 
(96) 1,543 10-8 ” 


Im Cu-Kristall sitzen die Atome nach den Laueschen 
Diagrammen in den Ecken und Flächenmitten von Würfeln, 
deren Kantenlänge 8,6 - 10cm ist. Man kann dieses okta- 
edrische Raumgitter durch das bisher betrachtete kubische er- 
setzen, wenn man die zugehörige. Wellenlänge = 1,8 - 10 em 
annimmt. (Die von Atomen freien Ecken wären vielleicht 
mit Elektronen besetzt zu denken.) Dieselbe stimmt dann 
sehr nahe mit den Linien A, und /, im Hochfrequenzspektrum 
überein. 

Nach den zugrunde gelegten Vorstellungen finden im 
Atom irgendwelche materielle periodische Vorgänge statt, die 
durch einen Tensor T,, beschrieben werden können. Dabei 
ist nieht erforderlich, daß sie identisch sind mit den Atom- 
schwingungen, welche die elektromagnetischen ( Röntgen-) Im- 
pulse erzeugen. Vielmehr wären die Schwingungen des Ten- 
sors T,,, wenn das Atom nur Gravitationswellen aussendet, 
so zu denken, daß dabei das elektrische Moment ungeändert 
bleibt. Natürlich können auch Schwingungen des elektrischen 
Moments nebenhergehen, und es ist plausibel, daß deren Fre- 
quenz gleich der des Tensors T,, ist. Es werden dann die 
ausgesandten elektromagnetischen Wellen von Gravitations- 
wellen begleitet. In dem von Mie?) behandelten Falle, wo 
allein das elektrische Moment oszilliert, verschwindet die 
Energie der Gravitationswellen praktisch gegenüber der der 
elektromagnetischen. Nach der eben dargelegten Vorstellung, 
die durchaus im Einklang stehen dürfte mit. Mies Unter- 
suchungen über den inneren Bau der Masseteilchen®), kann 
die Energie der Gravitationswellen die der begleitenden elektro- 
magnetischen beliebig überwiegen. Die Frequenz der Schwin- 
gungen des Tensors T,, ist in dem angeführten Falle des 
Kupfers gleich der Frequenz der stehenden Gravitationswellen, 
eine Bestätigung der in $1, p. 81 gemachten Annahme. 


1) M. Siegbahn u. W. Stenström, Physik. Zeitschr. 1916. p. 49. 
2) G. Mie, Ann. d. Phys. 40. p. 59ff. 1913, 
3) G. Mie, „Grundlagen“. |. c. Kapitel 2 u. 3. 
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8 4. Thermische Ausdehnung. 


Die Gravitationswellen genügen nach $ 1 formal denselben 
Gleichungen wie elektromagnetische. Ebenso bestehen formal 
dieselben Beziehungen zwischen strahlendem Oszillator und 
ausgesandten Wellen. Es steht also a priori nichts entgegen, 
versuchsweise auf die Gravitationswellen dieselben thermo- 
dynamischen und statistischen Prinzipien anzuwenden wie 
in der Theorie der Wärmestrahlung auf elektromagnetische,, 
woraus folgen würde, daß die Starhlungsgesetze auch für 
Gravitationsstrahlung gelten. 

Wir schreiben dementsprechend den drei stehenden Gravi- 
tationswellen (17), (22), (23) eine Temperatur T zu, welche 
gleich ist der Temperatur der mit ihnen im Gleichgewicht 
stehenden inneren Schwingungen der Atome. Letztere ist 
wieder gleichzusetzen der Temperatur, welche den Trans- 
lationsschwingungen der Atome zukommt, also der Temperatur 
des Kristalls schlechthin. 

Wir betrachten wieder die zur z,-Richtung gehörige 
stehende Strahlung (17). - Erhöht man die Temperatur des 
Kristalls um dT, so erhöht sich ihre Energiedichte H um 
dH nach dem Wienschen Verschiebungsgesetz: 


dH dT 
(97) 


Da ihr Strahlungsdruck derselbe bleiben soll, so muß wegen 
(19) auch ihre Dichte dieselbe bleiben. Dies ist nur möglich, 
wenn sich auch das Volum der Strahlung oder nach dem 
Wienschen Verschiebungsgesetz die Wellenlänge A vergrößert 
und infolgedessen die Energiedichte um dH wieder abnimmt. 
Nach dem Wienschen Verschiebungsgesetz muß 


(98) 


sein. (98) und (97) zusammen ergeben 
(99) di dT 


Also ist, wenn N Wellenlängen A auf die Länge / gehen, 


di aT 
109) 
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und integriert: 


(101) 
Setzt man 

(102) 
so wird 

(108) 


das Gesetz der linearen thermischen Ausdehnung. 


Um über den Wert des Ausdehnungskoeffizienten a selbst 
Aufschlu8 zu bekommen, muß die Dichte der im Kristall ent- 
haltenen Gravitationsenergie als Funktion von Temperatur 
und Wellenlänge bekannt sein. Wir setzen für die in den Be- 
reich A bis 2+ dA fallenden Wellen die Energiedichte gemäß 
der Strahlungstheorie gleich 


(104) 
i} 


wo € die Lichtgeschwindigkeit, k die Boltzmannsche En- 
tropiekonstante, k die Plancksche Strahlungskonstante sind. 
Da sich (104) auf alle drei Koordinatenrichtungen verteilt, so 
ist die Dichte der in der z,-Richtung strömenden Energie 


Wenn 24= 4, bis 4= A, der Bereich der tatsächlich vor- 
handenen Wellen ist, so ist mithin 


Ae 
(106) H=[adı= aa. 


Da der Bereich A,...4, unbekannt ist, so ist auch H 
noch nicht berechenbar. Nun fällt aber bei niederen Tempe- 
raturen T das Maximum der Funktion e, gerade auf die kurzen 
Wellen von der Größenordnung 10, wie sie nach der Theorie 
hier in Frage kommen. Wenn dann in (106) die Integration 
auf das Intervall 0 bis oo ausgedehnt wird, so ist der be- 
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gangene Fehler bei der hier erstrebten Genauigkeit zu ver- 
nachlässigen. 

Dann ist aber der Wert des Integrals (106) bekannt, 
nämlich *) 


(107) H= 
Wird die Temperatur des Kristalls um dT erhöht, so 
nimmt nach dem eingangs dieses § 4 gesagten die Länge / 
um dl zu, wobei, falls p der Druck ist, die Arbeit ge- 
leistet wird. 


(108) pdl=dA. 

Die Gravitationsenergie nimmt zu nach (107) 
(109) dH ar. 

Es muß 
(110) dA=ldH, 
also, wenn p =1 und 1=1, nach (109) und (108) 
(111) 4° 5448- 
(112) 


ist der bereits in (108) eingeführte Ausdehnungskoeffizient. 
Berücksichtigt man, daß 

k = 1,347 - 10-%, 

h=6,55 - 10-7, 

c ~ 1010, 

T ~ 10°, 


(118) 


so wird die GréBenordnung von (112): 


(114) a~10-, 


1) Vgl. z. B. Enz. d. math. Wiss. V. 23: W. Wien, Theorie der 
Strahlung, p. 308. 
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was mit den experimentellen Werten der meisten regulir 
kristallisierenden Substanzen, insbesondere der Metalle, überein- 
stimmt. Dieses Resultat darf wohl neben die in $ 3 aufgefun- 
denen empirisch-numerischen Bestätigungen gestellt werden, 

Ferner nimmt der Ausdehnungskoeffizient gemäß (111) 
mit T? nach 0 ab, ebenfalls in Übereinstimmung mit dem 
bis jetzt vorhandenen experimentellen Material. 

Die qualitative und quantitative Übereinstimmung der 
vorgetragenen Ergebnisse mit der Erfahrung scheint die zu- 
grunde liegende Theorie zu bestätigen und legt Erweiterungen 
nahe. Andererseits aber eröffnet sich dadurch die Aussicht auf 
eine Prüfung der Gravitationslehre selbst nicht nur, wie bis- 
her, an astronomischen Erscheinungen, sondern an den inneren 
Vorgängen der Materie. 


Im Felde, Anfang Juni 1917. 


(Eingegangen 18. Juni 1917.) 


Druck von Metzger & Wittig in Leipzig. 
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